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Resumen

En la presente tesis se presenta un esquema numérico en tiempo y espacio para rea-
lizar simulaciones numéricas de modelos en leyes de conservacion. El esquema se basa
en el método de Rothe, considerando primero la discretizacion de la variable tiempo, y
después discretiza la variable espacial en la que se ha desarrollado un algoritmo multi-
numérico y hp-auto-adaptativo. La auto-adaptatividad se realiza con una estrategia
basada en la deteccion de gradientes reconstruidos a partir de una linealizacion de la
solucién aproximada en un paso de tiempo. Esa reconstrucciéon se realiza desde los
valores de la solucién aproximada en los elementos vecinos a un elemento dado via el
método de minimos cuadrados. El esquema es multi-numérico posibilitando el uso de
la formulaciéon H!-conforme utilizando funciones continuas o la formulacién conocida
como Discontinuous Galerkin que utiliza espacios de aproximacion con funciones dis-
continuas. En cualquier formulacién es necesario estabilizar el esquema, lo que se hace
incrementando un término difusivo implicito, el cual controla las oscilaciones en los
interiores de los elementos finitos. Los algoritmos desarrollados utilizan la biblioteca
NeoPZ que disponibiliza excelentes herramientas para desarrollar algoritmos en ele-
mentos finitos. Esta biblioteca esta en continua evolucion y utiliza el paradigma de la
programacion orientada para objetos. Por esa razon, todas las implementaciones que
fueron desarrollados para la presente tesis fueron también realizados en el lenguaje
C-++. Fueron realizados experimentos numéricos, inclusive para las ecuaciones de Eu-
ler con un modelo con dos discontinuidades, que muestran la estabilidad, eficiencia y
robustez del esquema propuesto.

Palabras clave: Elementos finitos, adaptabilidad, reconstruccion del gradiente,

leyes de conservacion y difusividad implicita.
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Abstract

In this thesis a numerical scheme in time and space is presented to perform nu-
merical simulations of models in conservation laws. The scheme is based on Rothe’s
method, first considering the discretization of the time variable, and then discretizes
the spatial variable in which the has developed a multi-numerical and Ap-auto-adaptive
algorithm. Self-adaptability it is carried out with a strategy based on the detection of
gradients reconstructed from a linearization of the approximate solution in a time step.
This reconstruction is carried out from the values of the solution approximate in the
neighboring elements to a given element via the method least squares. The scheme is
multi-numeric allowing the use of the H!-conformal formulation using continuous fun-
ctions or the formulation known as Discontinuous Galerkin that uses approximation
spaces with discontinuous functions. In any formulation it is necessary to stabilize the
schema, which is done by incrementing an implicit diffusive term, the which controls
the oscillations in the interiors of the finite elements. The developed algorithms use the
NeoPZ library that provides excellent tools for developing finite element algorithms.
Is library is in continuous evolution and uses the paradigm of programming oriented
for objects. For that reason, all implementations that were developed for this thesis
were also carried out in the C++ language. Numerical experiments were carried out,
including for the Euler equations with a model with two discontinuities, showing the
stability, efficiency and robustness of the proposed scheme.

Keywords: Finite elements, adaptability, gradient reconstruction, conservation

laws and implicit diffusivity.
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Capitulo 1

Introduccion

Un componente importante en la materia son los fluidos. El cuerpo humano esté
compuesto de aproximadamente % de agua y esa misma agua se utiliza para mover
turbinas en las hidroeléctricas para generar energia eléctrica. Nuestro cuerpo respira
aire y ese aire no es especial, es el mismo que esté en los vientos que permiten girar los
aerogeneradores (turbinas eolicas) convirtiendo la energia cinética en energia eléctrica.
En el transporte utilizamos principalmente fluidos derivados del petroleo y es el petroleo
que moviliza gran parte de la industria en la que se apoya la economia mundial. En
los alimentos juegan papel importante también los fluidos y debemos estar atentos
porque los alimentos asi como la energia estan entre los principales problemas que la
humanidad tiene que enfrentar en los proximos anos. Estos ejemplos nos muestran la
importancia de entender muy bien el comportamiento de los fluidos cuando se somete
a diferentes condiciones de presion, temperatura, cambios de estado y de fase, para su
posterior aprovechamiento en beneficio de la humanidad.

Entender los fluidos, involucra estudios multidisciplinarios y el uso de diversas me-
todologias. Mediante experimentos practicos realizados a lo largo de siglos se llegb a
la determinaciéon de los principios basicos que todo fluido satisface. Estos principios
se representan mateméaticamente en las llamadas leyes de conservacion (Dafermos,
2016; Leveque, 1992), que se enuncian como: conservacion de la masa, de la cantidad
de movimiento o momentum lineal y momentum angular, de energia y de entropia. Es-
tas representaciones matematicamente son ecuaciones diferenciales parciales del tipo
hiperbolico generalmente no lineales. Muchos otros procesos fisicos que la humanidad

realiza para su beneficio, pueden ser modelados representandolos también en leyes de
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conservacion.

Entre las mas famosas de las leyes de conservacion, que involucran gran canti-
dad de fenomenos fisicos de fluidos, son las ecuaciones de Navier-Stokes (Robinson,
Rodrigo, y Sadowski, 2016; Tukaszewicz y Kalita, 2016), que representan el flujo en
fluidos viscosos newtonianos incompresibles. Si desconsideramos la viscosidad se tienen
las llamadas ecuaciones de Euler. Para tales ecuaciones, es posible hallar soluciones
aproximadas a la realidad s6lo para un pequeno grupo de problemas. Por esto, es
necesario desarrollar herramientas numeéricas y computacionales eficientes para inten-
tar encontrar soluciones aproximadas a estas leyes de conservacion en situaciones mas
complejas. Las herramientas que se tienen actualmente, ya permiten encontrar solu-
ciones aproximadas que representen adecuadamente el fenomeno fisico en estudio (de
O. FORTUNA, 2000), realizando simplificaciones no pequenias en las ecuaciones y otras
asumiendo consideraciones no poco significativas en el modelo abordado.

La Computacion Cientifica es una area interdisciplinaria que estudia la construccion
de modelos matemaéticos empleando técnicas de solucién numérica eficientes y maqui-
nas de alto rendimiento para analizar y resolver problemas en las ciencias e ingenieria.
Las herramientas que proporciona el area de la Computacion Cientifica estdn posibili-
tando aproximar la realidad fisica y la realidad virtual discretizada (Gustafsson, 2011).
Por lo tanto, cuanto mas avanza la ciencia, la solucién de un problema continuo que
emplea ecuaciones diferenciales parciales generalmente desconocida, es cada vez mejor
entendida y aproximada con una soluciéon numérica a partir de algoritmos y esquemas
numéricos eficientes que intentan superar las dificultades de cada ecuaciéon matematica.
Los mateméticos aplicados en particular estan desarrollando métodos numéricos méas
completos através de constante investigacion y estudio.

Actualmente las técnicas de resolucion de los modelos mateméaticos que describen
un fenémeno fisico son diversas y la solucién que cada una calcula depende mucho de
las consideraciones que se hacen en el modelo. Algunas presentan problemas de ines-
tabilidad numérica o no logran resolver un problema dado, pero para otro problema
presenta la mejor soluciéon comparando con las otras. En la dindmica de fluidos compu-
tacional existen varias técnicas numéricas y entre las més conocidas son: el Método de
Diferencias Finitas, el Método de los Volimenes Finitos y el Método de los Elementos

Finitos, principalmente en la versiéon conocida como Galerkin discontinua (Dafermos,
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2016; de O. FORTUNA, 2000; Donea y Huerta, 2003; Hesthaven, 2018; Lohner, 2008).
Existe una fuerte tendencia para variantes que utilizan técnicas en elementos finitos,
mas el método de diferencias finitas continua en estudio. Por ejemplo, para la ensenanza
de muchos conceptos relacionados a las ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales
se necesita un método simple, tanto del punto de vista matemaético cuanto de la codi-
ficacion. También existe bastante codigo desarrollado en décadas atras y para diversos
modelos. Un libro actual que trae un enfoque computacional moderno para el método
de diferencias finitas es (Langtangen y Linge, 2017).

En la presente tesis desarrollamos un nuevo esquema utilizando como base el Mé-
todo de Rothe, que permitira primero el uso del Método de Runge Kutta en el tiempo,
y en el espacio técnicas multinuméricas en Elementos Finitos con términos que incre-
mentan difusividad implicita para su estabilizacion numérica. En cada paso de tiempo
se aplica una técnica de reconstruccion del gradiente para determinar un proceso de
hp-refinamiento a fin de mejorar la aproximacion y deteccion de probables singularida-
des.

El método de los elementos finitos, o simplemente MEF, fue creado para resolver,
de forma aproximada, problemas de valores de contorno y / o iniciales que involucran
ecuaciones diferenciales parciales (Zienkiewycs, Taylor, y Zhu, 2013). Desarrollado ini-
cialmente en el drea de la mecanica de los solidos, se intent6 resolver problemas en otras
areas, inclusive en electromagnetismo, y fluidos. Sin embargo, para estos problemas,
la formulacion clasica empleada en la discretizacion de las ecuaciones diferenciales, la
formulacion de Galerkin, deja de alcanzar resultados satisfactorios. La formulacion de
Galerkin, cuando emplea una discretizaciéon polinomial de bajo orden, puede presentar
un desempeno pobre en la obtenciéon de la solucién discreta. Las oscilaciones espu-
rias pueden ocurrir cuando utilizamos polinomios de alto orden, principalmente en los
términos convectivos. Una forma de enfrentar este problema es refinando la malla en
elementos muy pequenos, lo que puede hacer inviable computacionalmente la solucion
del problema. Esto llevo a hacer uso de formulaciones estabilizadas de elementos fini-
tos. Los métodos estabilizados constituyen una metodologia sisteméatica para mejorar
la estabilidad sin comprometer la precision, Brezzi (BREZZI y cols., 1997) y Brooks y
Hughes (Brooks y Hughes, 1982) estuvieron entre los primeros en utilizar un esquema

estabilizado de elementos finitos.
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En la literatura se encuentran diferentes esquemas de estabilizacion, considerando
que la informacion se propaga por un campo de velocidades subyacente y son llamados
de esquemas upwind adecuados para los modelos dominados por la convecciéon. En los
métodos de los residuos ponderados, cierta cantidad de upwind se introduce mediante
la eleccion adecuada de funciones peso que coloca mas peso ascendente (upstream) del
flujo. En la tesis de Diaz (Calle, 2002) se utiliza un término estabilizador que es una
variante de "upwind", ese mismo término estabilizador (término difusivo implicito) sera
utilizado en la presente tesis.

Una contribucion importante en la presente tesis es el hecho de introduzir el método
de Rothe, permitiendo aplicar primero la discretizacion en el tiempo. En cada paso de
tiempo se tiene un sistema de ecuaciones diferenciales en las variables espaciales y para
resolver se aplicara una discretizacion en el espacio. Antes de resolver en las variables
espaciales se aplicara una técnica de reconstruccion del gradiente y/o potencial sobre
la solucion inicial en ese paso de tiempo. Esa informaciéon permitird prever si existe
gradientes altos en la solucién inicial, lo que podria estar indicando la posibilidad de
surgir una discontinuidad y por lo tanto, podemos aplicar un método numérico mas
adecuado a la informacién obtenida. En el caso de existir altos gradientes o posibles
regiones de singularidad el método numérico en las variables espaciales es el método
con funciones discontinuas polinémicas por partes. Si la solucion inicial es regular el
método méas adecuado (hasta por su costo computacional) es una formulacion utili-
zando funciones polinomiales continuas por partes. Esto significa que en cada paso
de tiempo es posible cambiar el método numérico en el espacio. La informacion del
gradiente reconstruido ademas de permitir variar el método numérico en cada paso de
tiempo, también sera utilizado para aplicar adaptatividad en la malla, particionando
los elementos finitos (h-adaptativo) o modificando el orden de interpolacion de los poli-
nomios en cada elemento finito (p-adaptativo) o ambos (hp-adaptativo). Estos aspectos
mejoran el trabajo de Diaz (Calle, 2002) y sustituyen el célculo de los coeficientes wave-
lets (calculo de dos soluciones aproximadas sobre dos mallas uniformemente refinadas)
por el calculo de la reconstruccion del gradiente en cada elemento finito (mucho més
barato computacionalmente). En resumen, con el uso del método de Rothe, el método
propuesto es hp-adaptativo y multi-numérico.

Después de haber egresado del doctorado, el candidato que propone el presente
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proyecto ha experimentado numéricamente modelos de Poisson orientados a oscilacio-
nes suaves,de alto gradiente y oscilaciones fuertes. En modelos estudiados se aplico
formulaciones mixtas en elementos finitos y las simulaciones fueron hechas utilizan-
do la biblioteca NeoPZ. El NeoPZ es un ambiente orientado a objetos que posibilita
implementar algoritmos en elementos finitos, utilizando espacios de aproximacion de
funciones polinomiales por partes y continuas (H1) o discontinuas (GD), inclusive es-
pacios de funciones vectoriales que cuidan la continuidad del divergente en las fronteras
(Hdiv). La evolucién del NeoPZ permite realizar simulaciones con caracteristicas mul-
tiffsicas y multiescala y aplicar técnicas hp-adaptativas para eficientes computaciones
numeéricas.

Para realizar estas simulaciones computacionales recibi las fundamentaciones y
orientaciones en varias disciplinas del Doctorado en Matemaética Aplicada. Y una de
las herramientas que motivo enfrentar este desafio fue el método numérico Galerkin
discontinuo con difusividad implicita y h-adaptatividad (método IDDG) en la tesis
(Calle, 2002). En la mencionada tesis, la h-adaptatividad es basada en la medida de los
coeficientes wavelets cuando aplicamos anéalisis multiresolucion a la simulacién numeéri-
ca de una ecuacion diferencial parcial. En ella se utiliza el método Galerkin discontinuo
con funciones discontinuas sobre las fronteras de los elementos finitos (para representar
correctamente el surgimiento de soluciones con discontinuidades), un término difusivo
(para estabilizar los gradientes de las funciones discontinuas), y los coeficientes wavelets
para aplicar h-adaptabilidad (refinamiento de elementos en regiones de singularidad).

En conversaciones con el Dr. Diaz, se determin6é que seria un gran avance en la
continua busqueda de métodos numéricos estables, que consigan dominar las no li-
nealidades de las leyes de conservacion, mejorar y potencializar el método IDDG. En
este caso, se pretende analizar la mejor alternativa de una reconstruccion de gradientes
para sustituir la informacion de los coeficientes wavelets a fin de poder realizar hp-
adaptatividad, lo que posibilitard convergencia mayor. Es también un objetivo hacer
el esquema multinumérico considerando que utilizar funciones continuas es mucho mas
barato computacionalmente que utilizar funciones discontinuas. Se presenta también
un estudio del costo computacional para un espacio de funciones continuas y para fun-
ciones discontinuas considerando en ambas el término de difusividad implicita para

estabilizar el esquema.
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1.1. Estado del Arte

Las leyes de conservacion son exhaustivamente estudiadas en una gran diversidad
de situaciones reales. En el estudio de los modelos de la onda de un tsunami, en el
articulo (Khakimzyanov, Dutykh, Milsotakis, y Shokina, 2019) utiliza el método de
volumenes finitos para simular numéricamente la onda del tsunami, mas considera
como aporte el hecho de a cada paso de tiempo redefinir los nodos de la malla a partir
de la informacién de esquemas predictores/correctores (introducidos por Mac Cormack
(MacCormack, 1969)) y con esta informacion se pretende alcanzar un alto orden de
aproximacion, redisena los nodos de la malla, obteniendo la més 6ptima distribucion
de los grados de libertad (proximo de la 6ptima).

Dada su importancia, surgen siempre nuevas ideas y podemos destacar un método
numérico estadistico sugerido recientemente por Fjordholm (Fjordholm, Lanthaler, y
Mishra, 2017), cuya novedad es el uso del método de Monte Carlo para definir solucio-
nes estadisticas como medidas probabilisticas parametrizadas por el tiempo, y como
resultado resuelve sistemas de leyes de conservacion multidimensionales. También esta
en constante estudio topicos importantes y basicos, que aun no se han cerrado dada su
complejidad, por ejemplo el estudio de la convergencia para las soluciones entrépicas y
el estado del arte de este vital topico fue tratado por Mishra (Mishra, 2018).

El método Galerkin discontinuo es bastante utilizado para la resolucién numeérica de
leyes de conservacion. Como ejemplo se mencionan los trabajos del equipo de investiga-
dores liderados por el Dr. Bernardo Cockburn, que presentan como novedad el método
Galerkin discontinuo hibrido y sus caracteristicas de super convergencia (Cockburn, Fu,
y Qiu, 2017; Cockburn, Nguyen, y Peraire, 2016), mencionan que el método permite
condensacion estatica que posibilitara eficientes implementaciones numéricas.

Sobre el anélisis multiresolucion y el uso de los coeficientes wavelets para el control
del error, se pueden mencionar los trabajos recientes de Kozakevicius (Kozakevicius,
Zeidan, Schmidt, y Jakobsson, 2018), solo que en este articulo se utilizan esquemas
de wavelets llamados WENO (basicamente usa diferencias finitas con ponderacion).
Articulos con desarrollo muy proximo del uso del método de Galerkin discontinuo con
el analisis multiresolucion se tiene en (Gerhard y Muller, 2016; Minbashian, Adibi, y
Dehghan, 2017) con la diferencia de utilizar Galerkin discontinuo con el estabilizador

SUPG. Por ultimo se puede mencionar el articulo que también utiliza Galerkin discon-
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tinuo junto con analisis multiresolucion pero para la ecuacion del transporte (Guo y
Cheng, 2017). Ciertamente, se pretende cambiar el uso del analisis multiresolucion por
su elevado costo computacional.

Para la determinacion de la estimativa del error, control del error, se pretende
utilizar técnicas de reconstruccion de los flujos (recuperacion del gradiente). Para esto,
se pretende utilizar técnicas de reconstruccion del gradiente por minimos cuadrados
calculado en el centro de masa de cada elemento finito. Una buena referencia para
reconstruccion del gradiente sobre nodos para tridngulos o cuadrildteros, o para medias
celulares es (Mavriplis, 2003), y para célculo sobre los puntos centro de los elementos,
vea (Correa, Hero, y Ma, 2011). La reconstrucciéon de gradiente también se utiliza
para segundas derivadas, gradiente de la derivada, y en la literatura es llamada de
reconstruccion del estrés. Se realiza un estudio comparativo de varias propuestas para
la reconstruccién del estrés en las fronteras de los elementos y proponen una nueva
formulacion en (Previati, Gobbi, y Ballo, 2019). La reconstruccion de gradiente es
utilizada en diferentes métodos numéricos, por ejemplo para volumenes finitos, existe
un reciente trabajo que propone un nuevo stencil para reconstruir el gradiente (Xiong
y cols., 2018).

El método de Rothe (Rothe, 1930), o método transversal de las lineas, utilizado
en la elaboracion del presente método numérico, consiste principalmente en discreti-
zar una ecuacion, que depende del tiempo y el espacio, primeramente en el tiempo y
después discretizar el espacio. Su diferencia con el método semi discreto de la regla tra-
pezoidal es que el método permite considerar el sistema de ecuaciones diferenciales en
el espacio como un problema estacionario en cada paso de tiempo, pero considerando el
tamano del paso del tiempo como un factor, At. En (RAMOS, 2007) existe un estudio
extenso de este método dividiéndolo en dos familias, pero lo hace para una dimension.
Otros trabajos como de (HARARI y HAUKE, 2007; KOLEVA, 2005; SCHEMANN vy
BORNEMANN, 1998) presentan varios ejemplos utilizando el método de Rothe. Véase
también la tesis (Henao, 2011).

1.1.1. Enunciado del problema

Intentando realizar eficientes simulaciones numéricas de procesos con fluidos, se ha

utilizado el método numérico Runge-Kutta y Galerkin discontinuo con difusividad im-
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plicita y h-adaptabilidad, obteniendo simulaciones estables de los modelos en leyes de
conservacion para fluidos en un dominio espacial @ C R"™ (n = 1,2,3) y en un intervalo
de tiempo determinado [Tp, Ty], Ty, Ty € Ry . Existen situaciones en que la resolucion
de la solucion numérica obtenida es de baja calidad, mismo en regiones de suavidad.
Sin embargo, en el método IDDG el orden de interpolacion es determinado al inicio de
la simulacion y este solo puede disminuir en las regiones de singularidad. No existen
referencias del método numérico que utilicen un orden de interpolacién mayor a p = 3,
para obtener una mejor aproximaciéon en regiones suaves. También se identificé que
para determinadas situaciones en que el comportamiento del fluido esté casi en un es-
tado estacionario, una formulacién mas adecuada seria obtenida utilizando espacios de
funciones continuas para las variables espaciales. Esto, porque, la formulacion Galerkin
discontinua es mucho mas cara computacionalmente hablando que cuando se utiliza la
formulacién con funciones continuas. Inclusive, al utilizar funciones continuas es posi-
ble aprovechar la técnica de condensacion estatica que reduce mas atin el tamano del
sistema lineal. Por tultimo, el costo computacional para realizar el analisis multireso-
luciéon que permite determinar la h-adaptabilidad es alto (se necesitan dos soluciones
numéricas de dos niveles de refinamiento regular), por lo que es importante verificar y
evaluar el uso de otro estimador de aproximaciéon para realizar hp-adaptatividad bus-
cando disminuir el tamafio del sistema. Se tiene la idea de trabajar con los valores del
gradiente reconstruido y del gradiente aproximado para determinar cuan aproximada
estd la solucion obtenida, por lo tanto la diferencia entre esos gradientes indicara el

grado de aproximacion que se ha alcanzado.

Campo, area y linea de accién
1. Campo: Ciencias Exactas
2. Area: Matematica Aplicada/Analisis Numérico

3. Linea: Simulacién numérica en elementos finitos de leyes de conservacion.

Interrogantes basicas

Varios de los modelos matematicos que permiten entender el comportamiento de

los procesos térmicos y quimicos en los que se tiene interés para la agroindustria en la
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region Arequipa, son leyes de conservacion. Las simulaciones numéricas que pretenden
generarse para estudiar y entender estos procesos utilizaran algoritmos en elementos
finitos y en particular se inicia utilizando el método numérico Runge-Kutta y Galerkin
discontinuo con difusividad implicita y h-adaptabilidad (IDDG). Para el uso del méto-
do se realiza un analisis multiresolucién en dos niveles de refinamiento regular y asi se
consigue determinar coeficientes wavelets que ayudan a determinar los elementos que
deben ser refinados. Sin embargo, la biblioteca base para realizar las simulaciones nu-
méricas, el NeoPZ, tiene excelentes herramientas para aplicar hp-adaptabilidad, y para
realizar simulaciones multifisicas y multiescala. Entonces surgen las preguntas, es posi-
ble modificar el método numérico IDDG, potencializandolo para obtener simulaciones
numéricas mejor aproximadas, que exijan menor costo computacional y que utilicen
el potencial de la biblioteca NeoPZ? Podemos verificar que por lo menos pueden ser
trabajados dos aspectos, sin perder la estabilidad y la robustez del método escogido.
El primero debe responder la pregunta: es posible modificar el proceso de gene-
racion de coeficientes wavelets ¢ estimadores de error para convertirlo en un método
hp-adaptativo? Por lo tanto, se determina una estrategia hp-adaptativa con el nuevo
algoritmo. En el método original se aprovecha solo de la h-adaptatividad en regiones
de singularidad. En este trabajo, queremos mejorar en las regiones de suavidad, donde
pretendemos engrosar los elementos finitos e aumentar el orden p. Otra interrogante es,
en los elementos cuyo estimador de error es pequeno, la solucion numérica es mejorada
al engrosar elementos un nivel en h e incrementando el orden p en una unidad a mas?.
Un segundo aspecto es el de intentar siempre utilizar en las variables espaciales
formulaciones en elementos finitos con funciones continuas. Esto significa, utilizar Ga-
lerkin discontinuo apenas cuando no se puede aplicar funciones continuas. Se vislumbra
la posibilidad de que al aplicar el método de Rothe se obtenga un método multinumé-
rico. Esto porque en algiin paso de tiempo se puede utilizar espacios de aproximacion
de funciones continuas y en otro paso de tiempo funciones discontinuas, se tiene claro

que son formulaciones diferentes.

1.1.2. Justificaciéon del problema

Es un consenso que entre los principales problemas de la humanidad que deben

ser tratados con prioridad en las proximas décadas son el alimento y la energia. La
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produccién y conservacion de alimentos, y la generacion y distribucion de la energia
son ejemplos del porque es necesario entender muy bien el comportamiento de los flui-
dos cuando se somete por ejemplo, a diferentes condiciones de presion, temperatura,
cambios de estado y de fase, para su posterior aprovechamiento en beneficio de la
humanidad. Los principios bésicos que todo fluido satisface se representan matemaéti-
camente en ecuaciones diferenciales parciales, un tipo muy importante son las leyes de
conservacion enunciadas como: conservacion de la masa, de la cantidad de movimiento
o momentum lineal y momentum angular, conservacion de energia y de entropia.

Las herramientas numéricas y computacionales eficientes para intentar encontrar
soluciones aproximadas para las leyes de conservacion en situaciones mas complejas, se
vuelven necesarias. Dependiendo del tipo de problema a ser abordado, de simplificacio-
nes hechas en estas ecuaciones matemaéticas y otras consideraciones generales como su
geometria, es posible encontrar soluciones satisfactorias para esas ecuaciones que repre-
senten adecuadamente el fenémeno fisico en estudio. Esto se ha conseguido gracias a la
Computacion Cientifica, que es un area interdisciplinaria que estudia la construccion de
modelos matematicos empleando técnicas de soluciéon numérica eficientes y maquinas
de alto rendimiento para analizar y resolver problemas en las ciencias e ingenieria. Es
mediante el uso de las herramientas que proporciona el drea de la ciencia computacional
que podemos mejorar y corregir muchas de esas discrepancias entre la realidad fisica y
la discretizacion de las ecuaciones matematicas. Un papel importante en este proceso
es el estudio y determinaciéon de métodos numéricos estables y robustos que aprovechen
optimamente el poder computacional hoy en dia disponible. En las tiltimas décadas se
ha dado pasos importantes utilizando algoritmos en elementos finitos que se ha con-
vertido en un area destacada dentro del analisis numérico de la matemaéatica aplicada.
La generacién y mejoria continua de métodos numéricos estables en elementos finitos
y con excelente fundamentacion matemaética, como el método IDDG estabilizado para
simular leyes de conservacion con h-adaptatividad, es de vital importancia para enten-
der procesos fisicos mas proximos de la realidad y con este entendimiento podremos

reformular u optimizar procesos evitando dispendio de recursos econémicos.
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1.2. Hipotesis

Dado que el Método de Galerkin Discontinuo con Difusividad Implicita utiliza en
todos los elementos de la malla de elementos finitos el término de estabilizaciéon con
difusividad implicita y dado que se tiene un control del error de aproximaciéon con los
coeficientes wavelets del analisis multiresolucion aplicado, que nos permite determinar
regiones de suavidad y regiones de singularidad, es probable definir un nuevo método
numérico que aproveche el término de estabilizaciéon en la resoluciéon de leyes de con-
servacion en cada paso de tiempo, decidiendo por utilizar funciones continuas o discon-
tinuas dependiendo de la informacién del estimador de error que sera implementado a
partir de una reconstruccion del gradiente, posibilitando aprovechar hp-adaptatividad
en estas regiones de suavidad, y en las regiones de singularidad realizar solamente
h-adaptatividad. También es probable utilizar el método de Rothe para discretizar ini-
cialmente en la variable tempo y asi en cada paso de tiempo en la discretizacion espacial
permitir cambiar el espacio de aproximacion en la variable espacial, lo que significaria

utilizar una formulacion diferente en cada paso de tiempo.

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Presentar un nuevo método numeérico para leyes de conservacion, donde se utiliza el
método de Rothe para la discretizacion del dominio temporal y para la discretizacion del

dominio espacial se usa técnicas de reconstruccion del gradiente por minimos cuadrados.

1.3.2. Objetivos especificos

Usar la informacion de la reconstruccion del gradiente para considerar los espa-
cios aproximantes de funciones continuas o discontinuas (multinumeérico), que también
orientara la aplicacion de técnicas hp-adaptativas.

Presentar el nuevo método numérico como multinumérico en la variable espacial,
posibilitando el uso de formulaciones en funciones discontinuas o continuas con el mismo
término estabilizador, dependiendo de la regularidad de la soluciéon aproximada.

Utilizar la norma de los vectores gradientes reconstruidos como estimador de error
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sobre cada elemento finito. Esa informaciéon determinara los elementos en los que se
aplicara hp-adaptabilidad, dividiendo o engrosando los elementos y/o incrementando

o disminuyendo el orden de interpolacion de los polinomios locales de aproximacion.

1.4. Organizacion del trabajo

El presente trabajo estd dividido en seis capitulos. El capitulo actual presenta la
introduccion a la tesis, exponiendo el estado del arte de los conceptos y técnicas en-
vueltas, el problema a resolver y la justificaciéon correspondiente.

El capitulo dos estda dedicado a la parte tedrica sobre leyes de conservacion. Se
expone las caracteristicas y conceptos principales para estas ecuaciones diferenciales
parciales del tipo hiperbolico. Se finaliza dando tres ejemplos de leyes de conservacion:
las ecuaciones de Euler, la ecuacion de Burger y una ecuaciéon con coeficientes variables.
Para cada uno de esos ejemplos se expone sus funciones flujo de forma explicita por
ser una parte principal de la ley de conservacion.

El capitulo tres presenta las herramientas numeéricas utilizadas: el método de Rothe,
el método de Runge-Kutta, el H'-conforme (FEM clasico) con difusividad implicita y
el método de Galerkin discontinuo con difusividad implicita. Se finaliza este capitulo
presentando un analisis comparativo en el uso de espacios de aproximacion de funciones
continuas y de funciones discontinuas.

En el capitulo cuatro se presenta la secuencia de médulos del ambiente computacio-
nal NeoPZ. El NeoPZ es la biblioteca base utilizada en el desarrollo de los algoritmos
computacionales numéricos que se han implementado para verificar la eficacia y esta-
bilidad del método propuesto. Esa biblioteca es de propoésito general y tiene muchas
clases bien definidas en modulos que permiten elaborar softwares en elementos finitos.

En el capitulo cinco exponemos la técnica de reconstruccion del gradiente por mini-
mos cuadrados, la técnica hp-adaptativa y el criterio de auto-adaptatividad utilizado.
Por lo tanto, el método multi-numérico y hp-adaptativo automatico propuesto es pre-
sentado en su plenitud.

En el capitulo seis se valida el método propuesto para dos modelos en leyes de
conservacion, mostrando estabilidad y suficiente eficiencia en la hp-adaptabilidad au-

tomética, generando célculos con un numero reducido de grados de libertad, lo que
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hace muy viable el método. Se tuvo dificultades en realizar otros experimentos nu-
méricos por no contar con un equipo computacional méas potente. Esto ha motivado
para realizar propuestas de investigacion en la linea de analisis numéricos para obtener
fondos que permitan contar con equipos adecuados para esos calculos con matrices de
gran tamano.

Por tltimo se presentan las conclusiones a las que se han arribado después de
la validaciéon numérica del método propuesto, y las las perspectivas para desarrollos

futuros.
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Capitulo 2

Leyes de Conservaciéon

Una ley de conservacion es la expresion matemética de un principio basico que
permite describir la evolucion temporal de una cierta cantidad de interés u (que podria
ser por ejemplo una temperatura, la presion de un fluido o la concentracion de una
sustancia quimica). Cuando se estudia leyes de conservacion, muchas técnicas modernas
no son aplicables por la necesidad de trabajar con funciones discontinuas, debido a las
caracteristicas propias de las ecuaciones diferenciales hiperbélicas no lineales, como el
fenémeno de la formacion de choques.

Se sabe que para problemas de leyes de conservacion con condiciones iniciales, si
en la condicion inicial la funcién es continua, la solucion puede dejar de ser continua.
Esto es, la presencia de un choque o discontinuidad de la solucién no depende de la
continuidad de la funcién inicial. Entonces la ley de conservacion puede ser satisfecha
por funciones medibles y acotadas, pero no necesariamente diferenciables en todo el
dominio. De ahi se hace necesario la teoria de las soluciones débiles.

Utilizando la formulacion débil, se trata de obtener una soluciéon continua en todo
el dominio excepto en un conjunto del dominio de medida nula. Desde el punto de vista
matematico, la solucion débil debe satisfacer la condicion de salto Rankine-Hugoniot
sobre ese conjunto de medida nula.

Un excelente libro moderno sobre leyes de conservacion escalares o sistemas (ley
de conservacion lineal, de Burgers, de Euler y de Maxwell) es (Hesthaven, 2018). Para
la simulaciéon numérica de estos modelos expone el método de diferencias finitas, volu-
menes finitos y Galerkin discontinuo. También expone esquemas de alto orden para la

discretizacion del tiempo (método Runge-Kutta, método multipasos), y para el espacio
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esquemas flujo limitadores y limitadores de inclinacion (slope limiters). Complementa

con la exposicion de esquemas esencialmente no oscilatorios y métodos espectrales.

2.1. Sistema de Leyes de conservaciéon

Sea Q C R%, d > 1, un dominio d-dimensional denominado dominio espacial y sea
el intervalo [Tp, Ty] denominado dominio temporal, donde Ty y 7y son ntmeros reales
fijos y Ty < T. Vea (Calle, 2002).

Un sistema de leyes de conservacion es un sistema de ecuaciones diferenciales par-

ciales de la forma

d
u(t, x) + Z %fj(u(t,x)) =s(t,x,u), te [l Ty], xe
j=1
donde u = u(t,x), uw: D — R™ con D = [Ty, T¢] x © (dominio del sistema de leyes
de conservacion). La funcion s(t,x,u) con s : D x R™ — R™ es una funciéon conocida
y se le denomina funcion fuente.
Las funciones f; : R™ — R™, j = 1,2,...,d son llamadas funciones flujo y acttan
sobre u. Para simplificar las expresiones se define la funcion vectorial f = (f1, fo,. .. fa).

El sistema representa el hecho de que la cantidad u en un dominio {2 cambia en una
proporcion igual a la suma de los flujos f; en €.

Muchas leyes fisicas son leyes de conservacion y en ellas u es un vector de m com-
ponentes, cada una de las cuales es una cantidad conservada, llamadas variables de
estado, ya que ellas describen el estado del sistema fisico. Se dice que una variable de
estado u; es conservada, si fRd u;(t, x)dx permanece constante en el tiempo.

En forma equivalente, el sistema de leyes de conservacion se puede escribir como la

ecuacion diferencial parcial:
w(t,x) + V- f(u(t,x)) = s(t,x,u), tellyTy], xe€Q (2.1)

llamada ley de conservacion. Cuando s # 0 es conocida como ley de conservaciéon no
homogénea.
En este trabajo se considera inicialmente el problema de Cauchy de la ecuacion

(2.1) con condiciones de contorno y s = 0. Esto es, hallar una funcion u € C'(D,R™)
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que satisface la ecuacion

u(t,x) + V- f(u(t,x)) =0, (t,x)€ D (2.2)

sujeta a la condicién inicial

u(0,x) = up(x) (2.3)

y la condicién de frontera

u(t,x) =u(t), t € [Ty, Ty], x € 00 (2.4)

Una funcién u solucion del problema de Cauchy, se llama solucién clasica.

2.2. Solucion débil

En general, para el problema de Cauchy (2.2), (2.3) y (2.4) no existen soluciones
clasicas, es decir una funciéon v € C*(D,R™) que satisface (2.2), (2.3) y (2.4). Si en la
condicién inicial la funcién ug es continua, la funcién v no necesariamente es continua,
por lo que es poco probable obtener una soluciéon clasica del problema de Cauchy en un
intervalo de tiempo finito. Un resultado importante obtenido por (Zeidler, 1990), afirma
que si las funciones wug, f y s son diferenciables, entonces existe un intervalo [0, 7] con
T > 0, tal que el problema de Cauchy tiene una tinica solucién cléasica u € C*(D,R™),
con la propiedad de u pertenecer a un conjunto compacto U C R™, para todo ¢ € [0, T]
y x € Q.

En el caso de leyes de conservacion escalares, el método de las rectas caracteristicas

proporciona una solucién clésica del problema de Cauchy para todo 0 <t < T*, donde

—1

min{0, min,cg

*

0)(9)}

Se cumple la igualdad cuando el denominador de la fraccion es diferente de cero, pues si
el denominador fuera cero, la pendiente de la funcion inicial uy sobre todo R es positivo,
entonces para todo t positivo la solucion es diferenciable (Godlewski y Raviart, 1991;
Oden, s.f.). El tiempo T* < oo, representa el tiempo en el cual se produce un choque

de ondas que se propagan a diferentes velocidades. En términos fisicos, esto significa
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que las ecuaciones del tipo hiperbolico describen propagacion de ondas las cuales no
adicionan suavidad a la soluciéon cuando el tiempo avanza. Esto es contrario a las
ecuaciones del tipo parabélico, las cuales representan procesos difusivos.

De aqui se hace necesario introducir las soluciones débiles que nos permitira exten-
der la solucion més alla del tiempo critico T™*. La clave para ampliar el concepto de
solucion es volver a reformular el problema de Cauchy en términos de una ecuacion
integral para rebajar las exigencias de regularidad. Para ello consideraremos el espacio
de las funciones C con soporte compacto en Ry x R?, denotado por Cf,,,,(R7 x R?),

y el espacio de las funciones medibles localmente acotadas sobre RY x R?, denotado

por L2 (RY x RY). Si ug € LE(RE x RY) v u € L2 (RF x RY) tal que u(t,x) € R™ en

loc loc loc

casi todas partes, entonces se cumple

- 99 N~ 0% o / 1 (Rt % RY
/0 /Rd{u 5 - j;fj (u) o, Fdxdt = / up(x)(0,x)dx Vo € Ccomp(RO x RY)

y se llama soluciéon débil del problema (2.2), (2.3) y (2.4) (Godlewski y Raviart, 1991).

2.3. Condicion Rankine-Hugoniot

Las funciones suaves por partes que admiten un ntimero finito de discontinuidades
y que satisfacen (2.2), (2.3) y (2.4) en sus regiones de suavidad, son soluciones débiles.
Aunque no toda discontinuidad en estas funciones es admisible, existe una caracteriza-
cion de las soluciones débiles que se considera a continuaciéon. Para esto, previamente
presentamos algunas definiciones. Una funcion u(t,x) se llama funcién continuamente
diferenciable por partes si u € C!, excepto en un ntmero finito de superficies sua-
ves orientables ¥1,3,,...,%, (llamadas superficies de discontinuidad) en el espacio
(R$ x RY), a través de las cuales la funcién u tiene un salto de discontinuidad. Dada
una superficie de discontinuidad X, se denota por u* al valor limite de u por la derecha,
y por u~ al valor limite por la izquierda. El vector normal a la superficie de discontinui-
dad ¥ es denotado por n = (1, Nays - - -, My ). Ademas, con ut —u~™ y fi(u®) — fj(u™),
denotamos los saltos de las funciones u y f;(u), respectivamente, a través de 3.

Sea u : R x RY — R™ una funcién continuamente diferenciable por partes. u es

solucion débil de (2.2), (2.3) y (2.4) sobre R} x R? si y solo si:
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i) u es una solucion clasica de (2.2) , (2.3) y (2.4) en todo dominio donde u € C*!

ii) wu satisface la condicion de Rankine-Hugoniot, esto es
d
(" =wme+ 3 [fi) = fi)] ey = 0
j=1

a lo largo de todas las superficies de discontinuidad 3.

En la literatura cientifica estd ampliamente divulgado que las soluciones débiles no son
lnicas y no todas son fisicamente aceptables. Entonces, surge el problema de escoger
entre todas las soluciones débiles aquellas que sea fisicamente aceptable. Una solucién
fisicamente aceptable se denomina soluciéon débil entropica. Detalles sobre la entropia
y soluciones entropicas se encuentra en (Oden, s.f.; Tadmor, s.f.).

En resumen, los puntos basicos a tener en cuenta en la resoluciéon de una ley de con-

servacion, son:

1. La apariciéon esponténea de discontinuidades o choques que conducen a la nece-

sidad de una formulaciéon débil.

2. La existencia de muchas soluciones débiles matematicamente posibles, esto es,

que satisfacen la condiciéon de Rankine-Hugoniot.

3. La eleccion de una solucion débil fisicamente aceptable, por lo tanto, escoger una

solucion débil que satisface la condicion de entropia.

2.4. Ley de Conservacion bi-dimensional

A continuacion se estudia leyes de conservacion bi-dimensionales que es el proposito
del presente trabajo.

Sea 2 C R? un dominio bi-dimensional y D = [T, Ty] x €, donde Tj es el tiempo
inicial y T es el tiempo final. Si en el sistema de leyes de conservacion d-dimensional
(2.1) hacemos d = 2, entoces el sistema de leyes de conservacion bi-dimensional es de

la forma siguiente:

0 0
ut(t7x7y) + %fl(u(tvxﬂy)) + 8_yf2(u(t7x7y)) =5, (t,I,y) €D (25)
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donde u(t,z,y) € R™ y £ = (f1, f2) con fi,fo : R™ — R™ las cuales se llaman
funciones flujo que actuan sobre u en las direcciones x y y.
Aqui 2 se llama dominio espacial y [Tp, T] dominio temporal de la ley de conser-

vacion. El dominio D se muestra en la Figura 2.1 con To =0y Ty =T

T_ ~N
Dominio :
D =[0,T]xQ
0 - >
'~ X
v T >

Figura 2.1: Dominio espacio temporal de la ley de conservacion

Consideremos el problema de Cauchy de la ecuacion (2.5) con condiciones de con-
torno sobre el dominio de la ley de conservacion D. Esto es, hallar una funciéon u €
C*(D,R™) tal que satisface (2.5), (2.3) y (2.4). Esto significa hallar una solucién cla-
sica de la ecuacion diferencial dada. Ademés en estas ecuaciones del tipo hiperbolico,
la soluciéon puede presentar singularidades a través del tiempo, por més que la funciéon
inicial ug(z, y) sea suave. Entonces lo mas probable es que no exista una solucion clasica
del problema de Cauchy, por lo que recurrimos a la idea de la solucion débil para leyes
de conservacion.

El objetivo es resolver numéricamente la ley de conservacion empleando una for-

mulacién débil para el problema bi-dimensional sobre una discretizacion del dominio

D.
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2.5. Ejemplos de leyes de conservacion

2.5.1. Ecuaciéon de Euler

Sea 2 C R%. La ecuaciéon de Euler es una ley de conservaciéon de la forma
u(t,x) +V-f(u(t,x)) =0 , (t,x)€[0,T] x Q.

Para un estudio mas detallado de las ecuaciones de Euler para fluidos, léase la
seccion "The Euler’s equation of motion for fluid flow"de la referencia (Deshmukh,
2019).

Si d = 1, x = z, las variables conservadas son: la densidad p, el momento pv (el
flujo de masa en la direcciéon del eje ) y la energia F del fluido. E es la energia total
del fluido por unidad de volumen, es decir la suma de la energia cinética por unidad
de volumen y la energia interna por unidad de volumen: E = % pv? + pe donde e es la
energia interna por unidad de masa.

El vector de variables conservadas para el caso uni-dimensional es:

y la funcién vectorial del flujo es

U
flu) =1 po?+p
v(E +p)

Aqui p es la presion, que esté relacionada con las cantidades conservadas por la ecuacion

de estado de los gases ideales

E=-t -
~—1 "

donde 7 es el exponente adiabético para gases politropicos y v = 1 + g, donde R es

la constante universal de los gases y ¢, > 0 es el calor especifico en volumen constante
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del gas en estudio, v > 1.
Sid=2,x = (z,y), las variables conservadas son la densidad, la energia y esta vez
existen dos momentos generados por las dos componentes de la velocidad, v, y v,.

El vector de variables conservadas es

p
e
u =
pUy
E
La funcién vectorial flujo es
PUz PUy
2
pU,+ D PULVy
£(u) = (f:(w), fa(w) = R
PULVy pU, + P
Vz(E + p) vy (E + p)

Para este caso la ecuacion de estado de los gases ideales es

= @ SES] 2
= ﬁ‘l‘@f)(%‘*‘vy)-

En la presente tesis se trabaja en dominios de dos dimensiones para las variables
en el espacio.

Apenas para efectos de completar la informacion sobre las leyes de conservacion
de Euler se presentan a seguir las variables conservadas y las funciones flujo para un
dominio en tres dimensiones en el espacio. En la descripciéon de trabajos futuros se
sugiere realizar el estudio del presente método para tan importante ley de conservacion
para el caso tri-dimensional.

Sid=3,x=(z,v,2), las variables conservadas son la densidad, la energia y tres

momentos generados por las componentes de la velocidad, v,, v, y v.. El vector de
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variables conservadas es

p
P
U=1 pyy
pv-
E
La funcién vectorial flujo es
PUL PUy PUz
pvz+p PUy pULU;
PV, pUz +p PV,
POV pUyU- pvZ +p
v.(E + p) ) vy(E + p) \ v,(E +p)

Las leyes de conservacion expuestas son las ecuaciones de Euler que gobiernan la
dindmica de fluidos, en las que se desprecian los efectos viscosos y la conduccion de
calor es nula. Para validar y probar la convergencia del método propuesto se realizaron

experimentos numéricos con una solucién con discontinuidad.

2.5.2. Ecuaciéon de Burgers

Sea 2 C R%. La ecuacion de Burgers es una ley de conservacion de la forma
u+uuy +uuy, =0 , t€[0,7T], x=(z,y) € Q

con funciones flujo definido por

fiw) = o) = u?

En el caso uni-dimensional, la ecuaciéon de Burgers es
utuu, =0, t€[0,7],2€QCR

con funciéon flujo

flu) = o
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2.5.3. Ecuacion lineal con coeficientes variables

En esta ecuacion tenemos el problema de rotacion de un cono alrededor del origen
para Q) C R
La ley de conservacion (vea (Calle, 2002))

u —yuy +au, =0, t€[0,7], x=(z,y) € Q (2.6)

con funciones flujo

filu) = —yu , fo(u) = zu

es una ecuacion diferencial lineal con coeficientes variables.
La ecuacion diferencial (2.6) no tiene aplicaciones précticas, pero es muy util para
validar la estabilidad de los métodos numéricos. Es un problema de conveccion pura,

que describe la rotaciéon de un cono alrededor del origen.
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Capitulo 3

Simulacién numérica en tiempo y

espacio

El dominio del problema presentado es D = [T}, Tf]| x §. Sin pérdida de generalidad
se considera Ty > 0, por lo tanto D C R x R?. Para resolver numéricamente el proble-
ma, primero se debe discretizar el dominio. En el caso de las leyes de conservacién una
primera alternativa es escoger un ntamero finito de elementos geométricos del dominio
D que discretice el espacio y tiempo simultaneamente. Por ejemplo, para d = 2 se
tiene D C RR?, entonces se podria discretizar el dominio D en tetraedros, hexaedros,
pirdmides o prismas. Para d arbitrario, significa particionar el dominio en subconjuntos
simples de dimensiéon d + 1.

Una segunda alternativa es considerar el dominio del tiempo y el dominio del espacio
separadamente, esta es mas adecuada, dada las caracteristicas propias del dominio
temporal. Observar que el estado de un sistema en un tiempo t; puede influenciar el
estado del sistema en un tiempo ¢, 1, con ¢y < ty.1, a futuro, mas no al contrario. Para

el presente estudio es elegida la segunda alternativa.

3.1. EIl Método de Rothe

El método de Rothe (Rothe, 1930; SCHEMANN y BORNEMANN;, 1998), también
conocido como el método transversal de lineas, es una herramienta conveniente para
resolver una variedad de problemas de evolucion, es decir, problemas dependientes del

tiempo. Su caracteristica principal consiste en resolver numéricamente en la variable
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del tiempo, discretizando el dominio temporal y generando un sistema de ecuaciones
diferenciales en las variables del espacio, como si fuera un problema estacionario, pero
incluyendo el factor del paso del tiempo At. Posteriormente, se resuelve numéricamente
el problema estacionario sobre una discretizacion del dominio espacial.

En la presente tesis se utiliza métodos basados en elementos finitos, que utilizan
espacios de funciones de aproximacion que son polinémios por partes, sobre el dominio
del espacio, pero no para el tiempo. La ventaja del método de Rothe es que, en cada
paso de tiempo el espacio de aproximacion sobre el dominio de las variables del espa-
cio se puede modificar, es decir, se puede usar una formulacién de elementos finitos
estabilizados, o de Galerkin discontinuo estabilizado, o de volimenes finitos, o una for-
mulacién H' hibridizada estabilizada, etc. Asf se tiene un esquema multinumérico. En
el trabajo de Ramos (RAMOS, 2007) se explica extensamente el método de Rothe y
pueden encontrarse diversos ejemplos de su aplicacion en (HARARI y HAUKE, 2007;
KOLEVA, 2005).

Por otro lado, en el método de lineas el espacio de aproximacién espacial no cambia
hasta el final del proceso. Para cambiar el espacio de aproximacion espacial, debemos
empezar de nuevo. Esto porque al discretizar las variables espaciales primero, es facil
determinar el espacio de funciones aproximantes de una tnica vez y posteriormente se
resuelve el sistema ordinario en el tiempo. Si se quiere cambiar el espacio de funciones
aproximantes en otros tiempos, se precisa reiniciar la discretizacién en el espacio, por
lo tanto, el costo computacional aumenta.

El dominio temporal [Ty, Tf] es unidimensional y para discretizar se va a determinar

un conjunto finito creciente de tiempos
{tk/ k:0,1,2,...,K; tOITO Y tKITf}

Esos puntos no son arbitrarios, porque los valores escogidos pueden generar un esquema
inestable, por lo tanto, deben ser escogidos con mucho critério.

El nimero Aty = tgyq — tg, con k = 0,1,2,..., K — 1 se llama k-ésimo paso de
tiempo y se obtiene satisfaciendo la condicion CFL (Courant, Friedrichs, Lewi), la
cual esta representada por:

|max f’(u)|% <CFL (3.1)
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donde, f es la funcién flujo en la ley de conservacion, At es el paso de tiempo sugerido
que cumple con la desigualdad (se puede tomar un paso de tiempo igual o menor
como Aty, nunca mayor), y h es la menor de las medidas de los elementos de la malla
discretizada. Observar que es calculada una medida sobre cada elemento finito y se
escoje el menor de esos valores. Esta medida puede ser escogida a criterio del usuario,
en el caso d = 2 puede ser el diametro del circulo circunscrito de un triangulo, la
medida de la mayor diagonal de un cuadrilatero, etc.

En resumen, considere un tiempo tx, en ese tiempo, el dominio del espacio €2 se
discretiza en una malla de elementos finitos determinando h. Utilizando la condicion
CFL (3.1) se calcula el valor del paso de tiempo At considerando un ntmero CF'L < 1.
Por dltimo, se determina un paso de tiempo tal que At, < At.

Por lo mencionado, la discretizaciéon temporal es simple, pero los pasos de tiempo
son escogidos en funcién a la discretizacion espacial, a fin de garantizar la estabilidad
del esquema. En conclusion, dado t; y determinado el paso de tiempo Aty se tiene el
tiempo ty1 = t, + Atg, para k = 0,1,--- | K — 1, y asi se discretiza el dominio del
tiempo hasta alcanzar el tiempo final 7T7%.

A continuacién se inicia la descripcion de la resolucion numérica del algoritmo
propuesto, considerando que en el anélisis de algoritmos para problemas dependientes
del tiempo, el orden de exactitud y la estabilidad deben ser considerados de forma
coherente, ambos conducen a una aproximaciéon numérica convergente (Celia y Gray,

1992).

3.1.1. Esquema numérico en el tiempo

Si la ecuacion diferencial (2.1) toma la siguiente forma
wilt, %) = s(t,x,u) — V- £(u(t,x)), (6x) € D

se define:

H(t,x,u) = s(t,x,u) — V- f(u(t, x))

entonces, la ecuacion diferencial es considerada ordinaria (en funciéon de t):

d
—rult.x) = H(t,x,u) (3.2)
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donde t € [Ty, Ty] y x € R<.

Al discretizar el dominio temporal, en la ecuacion diferencial (3.2) se puede aplicar
diferentes métodos numeéricos para obtener una aproximacion de la solucién exacta
u(tg,.) en el tiempo ¢, denotada por u*(.). Entre los més utilizados estan los métodos
de Runge-Kutta, de primer orden (método de Euler), de segundo, tercero y cuarto

orden.

3.1.2. Meétodo de Runge-Kutta

Los métodos de Runge-Kutta son un conjunto de métodos iterativos para deter-
minar la aproximacion de soluciones de un problema de valor inicial. Como problema
de valor inicial se puede considerar la ecuacion diferencial (3.2) sujeta a una condicion
inicial:

d
Eu(t,x) = H(t,x,u) (3.3)

w(Ty, x) = up(x) (3.4)

Generalmente el estado de un proceso es conocido en el momento inicial, mientras
que su evolucion es objeto de estudio. Entonces en el intervalo de tiempo [tg, tx41], la
solucion u* es conocida (en el tiempo inicial ¢;,) y se busca la solucién u**! en el tiempo
Tgt-

Para obtener un algoritmo que resuelva la ecuaciéon diferencial (3.3) sujeta a la

condicion inicial (3.4), integramos la ecuacion (3.3) desde ¢; hasta 5.1,

tht1 d trt1
/ &u(t, x)dt = H(t,x,u)dt

22 t
Suponiendo la suficiente regularidad en el miembro izquierdo, se escribe

tet1
" (x) —uf(x) = H(t,x,u)dt
tg
Ahora suponiendo que el operador H es constante en el intervalo [ty, 1) se tiene la
expresion

uF T (x) = uF (x) + Aty H (t, x, u")

k+1

Este esquema que obtiene la solucion "™ desde la solucion inicial uy, se define como
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el método de Runge-Kutta de orden 1, conocido también como el método de Euler.
Observe que se obtiene la misma expresion si se utiliza un esquema simple de diferencias
finitas para la derivada ordinaria en (3.3).

Haciendo un desarrollo mas elaborado se obtienen el método de Runge-Kutta de
orden 2. Por ejemplo, se considera el punto %, = tr + % como punto medio del
intervalo [tg, tx41]. Entonces debemos calcular dos soluciones s y uFtL,

Para obtener la soluciéon u**!, aproximamos H (t,x,u) con su desarrollo en serie de

Taylor en el punto medio ¢, 1 del intervalo de integracion [ty, tg,1]

dH

H(t,%,u) & Hby1,% 0 2) + (8 — gy 1) o

+ O(At)

k+3

t

Se observa que es suficiente utilizar el primer término de la expansion, debido a que la

integral de (t — ¢, 1 ) es cero cuando se evalta en el punto medio. Asi

tht1
uF T (x) = uf(x) + H(tyy1,%, uk+%)dt

tk

uFH (%) m uf (x) + Atk H (tyy 1, %, ubT2)

En la tltima expresion v**2 es desconocida, entonces también aproximamos utilizando

su desarrollo en serie de Taylor:

1 A
w2 (x) & u(x) + % %u(t, x)| + O(At)

tg

Pero %u(t,x)hk = H(ty,x,u"), entonces

k+%(x) ~ uk(x) + %H(tk,x, uk) + O(Atz)

u

Por lo tanto, dado u*(x) se debe calcular una soluciéon intermediaria:

At
WM (x) = 0 () + T H (t %, ub)

y entonces la solucion objetivo para el proximo tiempo tx1 es

T (x) = uM(x) + AtkH(tk+%7 X, uk+%)7
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asi se ha obtenido un esquema Runge-Kutta de orden 2.

En la literatura existen muchas descripciones de los métodos de Runge-Kutta. La
idea central esté en trabajar con soluciones intermediarias en el intervalo [tg, t; 1] antes
de alcanzar la solucion u**!. Asi, escogiendo una soluciéon intermediaria denotada por
@', entre u¥ y u**1, se tiene el método de Runge-Kutta de orden 2. En lo descrito hace
poco se tiene: ! = = uFta,

Escogiendo calcular dos soluciones intermediarias denotadas por @' y @2 se tiene el
método de Runge-Kutta de orden 3. Debe destacarse que los tiempos intermediarios no
son igualmente espaciados, al contrario, se utilizan tiempos mas proximos al tiempo
porque es donde se conoce la solucion inicial en el intervalo. El método de Runge-Kutta
de orden 4, calcula tres soluciones intermediaras para obtener u**! y son denotadas
por @', u? y @?.

A partir del método de Runge-Kutta de orden 5 el costo computacional aumenta
considerablemente por el aumento de los calculos intermediarios que deben ser consi-
derados.

Un esquema Runge-Kutta de orden L sigue el siguiente algoritmo:

Dada la solucién conocida u*(x) = u(tx, x) y dado un paso de tiempo At,, (determinado

utilizando la condicion C'F'L), se calcula

2. ﬂl(x) = er;lo[alr& ( ) + bertkH(tk + 1= +1’Xﬂ ar)]’ l=1,2,...,L
3. uk+1( ) UL( )

Los coeficientes a;. v by, son dados generalmente en cuadros de valores obtenidos
empiricamente. Utilizando los valores de a;. y by, expuestos en (Shu y Osher, 1989)
se han realizado célculos en las expresiones matematicas del algoritmo llegando a una
expresion simplificada. El algoritmo obtenido simplificado es diferente del expuesto en
(Calle, 2002). Sin embargo, se respetd que los coeficientes a; sumen 1 para cada [
y con esto se obtuvo que en cada iteracion se obtenga un sumando formado por el
u®. También se respetd que los coeficientes que se llamaran ¢, no sean coeficientes
negativos.

Este algoritmo simplificado se escribe de la siguiente forma:

Dado un entero positivo L, dado el k-ésimo paso de tiempo At y definiendo los tiempos
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(L) _ Aty
ly,, =tk + $=49, entonces

1. 2%(x) = uf(x)

2. @'(x) = @(x) + Aty Y e Ht  x,a7), 1=1,2,...,L

r

En el esquema de Runge-Kutta de orden L, en su forma simplificada, se tienen los

valores de los coeficientes ¢;,. para los esquemas Runge-Kutta de orden 1, 2, 3y 4 en el

Cuadro 3.1.
Orden 1 | ¢y
=1 1
Orden 2 | ¢ | e
&l il

1=2 1/2 | 1/2
Orden 3 | ¢ | a1 | ¢
=1 1
=2 1/4|1/4
1=3 1/6 | 1/6 | 2/3
Orden 4 | ¢ | cnn | ¢2 | a3
=3 1/2
=2 b
=o 0 0 1
1=4 1/6 | 1/311/3|1/6

Cuadro 3.1: Coeficientes Runge-Kutta. Orden: 1, 2, 3 y 4.

En las siguientes subsecciones se exponen de forma detallada las ecuaciones corres-
pondientes a las aproximaciones intermediarias y final para cada paso de tiempo, en
los esquemas Runge-Kutta de orden 1, 2, 3 y 4. Primero se detalla para el caso de
una ley de conservacion no homogénea y posteriormente para una ley de conservacion

homogénea, que es materia de estudio de la presente tesis.

3.1.3. Descripcion de los esquemas Runge-Kutta para una ley

de conservacién no homogénea

Se considera la ley de conservacion no homogénea

ur = s(t,x,u) — V- f(u(t,x)) = H(t,x, u)

Publicacion autorizada con fines académicos e investigativos

En su investigacion no olvide referenciar esta tesis




UNIVERSIDAD
REPOSITORIO DE & CATOLICA

TESIS UCSM DE SANTA MARIA

sobre D = [Tp, Ty] x €.

Por lo expuesto en la seccidon anterior, esta ecuacion se considera como una ecuacion
diferencial ordinaria para la variable tiempo en el intervalo [ty, k1] con valor inicial
conocido u(ty, ) = u* y para un paso de tiempo, At,. Se considera que el paso de
tiempo Aty es determinado a partir de la aplicacion de la condicion C'F'L en el tiempo
tr.

Al discretizar la ley de conservacion no homogénea en el tiempo, es probable que
se necesite calcular s(ty, .-, ") # 0, que es un término del operador H, debe ser deter-
minado el tiempo en que debe calcularse la funcién s. Se sabe que u también depende
de t, pero para u ya se tiene una aproximacion en un paso de tiempo anterior. En las
subsecciones siguientes se detalla el calculo de las aproximaciones de u a partir de uy,
para los pasos intermediarios y ug. 1.

Los tiempos para el calculo de s se determinan por:

Parar=20,1,...,1—1, secalculat,(gi):tk—l—Lf—;’fH

Para el esquema Runge-Kutta de orden 1

Dado 4 = u* y calculado Aty,
para [ = 1: t,(cllz) =t + %Atk

at = ub + Aty [s(t,(cllz,x, uF) =V - f(uP)

uk:—|—1 — ﬂ,l

Para el esquema Runge-Kutta de orden 2

Dado @ = u* y calculado Aty,
para [ = 1: t;flz) =15 + %Atk
at = uf + Aty [s(t,(fll,x, uk) — V- f(uk)}
para [ = 2: t,(f;) =t + %Atk v, t,(;)l =1tp + %Atk
a? = uf + Aty {% [s(t,(il,x, uk) — V- f(uk)} +3 [S(t,(;)l,x, ') — V- f(ﬂl)] }
k+1

uktl = @2

Para el esquema Runge-Kutta de orden 3

Dado @ = u* y calculado Aty,

para [ = 1: — ty + }LAtk

k1o
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a' = uf + Aty [s(t,(il,x, uk) — V- f(u’“)}
para [ = 2: tgl =ty + 1ALy, t,(;;)l =t + LAY,
a? = ut + Aty {}1 [s(t,(:;l,x, uk) — V- f(uk)} +1 [s(t,(cz)l,x, ') — V- f(&l)] }
para [ = 3: t;(f;l =ty + ALy, t,(i)l =tp+ Al y t,(f;)z =t + 1A,
a® = uk + Aty {é [s(t,(f;z,x, uk) — V- f(u’“)} + 3 [s(t,(:;)l,x, ') — V- f(ﬂl)]
+2 [s(t,(f’sl,x, @) -V f(fﬁ)]}

k+1 3

U =Uu

Para el esquema Runge-Kutta de orden 4

Dado @° = u* y calculado Aty,
para [ = 1: t,(:ﬂ) =t + %Atk
a' =uf+ At £ [S(t,(:iz),x, uk) =V - f(uk)]
para [ = 2: t,(:iz) =t s Abply tl(:;)l =t + 1A,
@ =uf+ Aty L [s(tgi)l,x’ @) — V- f(al)]
para | = 3: {0 =t + 1At 1) =t + 1At y 1) =t + LAY,

4% = uf + Aty [s(t(4) x, %) — V- f(ﬂz)]

k32

para | = 4 #0) = by + LAl 100 =t + LA, 612 =t + 1At y 1) =t + 1AL,

at = uf + Aty {% [s(t,(:il,x, u) =V f®)| + 3 [s(t,(ci)l,x, ') — V- f(ﬂl)]
+1 [s(t,gg,x, @) — V- f(az)] + 15t x, @) -V - f(a3)] }

3.1.4. Descripcion de los esquemas Runge-Kutta para una ley

de conservacion homogénea

Se considera la ley de conservacién homogénea
u ==V - f(u)

sobre D = [Tp, Ty] x 2.

Se considera como una ecuaciéon diferencial ordinaria para la variable tiempo en el
intervalo [ty,tx41] con valor inicial conocido u(ty,-) = u* y con un paso de tiempo,
Aty aplicando la condicion C'F'L en el tiempo t;. Observar que no se necesita determi-

nar expresamente los tiempos intermediarios, porque el operador H solo considera el
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divergente de las funciones flujo que dependen de las aproximaciones anteriores de wu.

Para el esquema Runge-Kutta de orden 1

Dado @° = u* y calculado Aty,

a' =ut— Aty [V f(ub)]

uk:—l—l — ﬂ,l

Para el esquema Runge-Kutta de orden 2

Dado @° = u* y calculado Aty,

at = Uk — Atk [V . f(u’“)}

@ =u— A L[V fW)] + 2V f@h)]}
k1

uktl = 2

Para el esquema Runge-Kutta de orden 3

Dado @° = «* y calculado Aty,
@' =uf = Aty [V f(ub)]
@ =ub— At {3[V-fWh] + 1V f@h)}
B = k= Ay {3 F)] + 1 [V F@)] + 21V - F@))

ukl = 3

Para el esquema Runge-Kutta de orden 4

Dado @° = u* y calculado Aty,
@t =uF — Aty 2 [V f(ub)]
a? =ut — Aty 5[V - f(a)]
@ =uk — Aty, [V - f(@2)]
it =ut = Aty {G [V fh)] + 5[V f@)]+ 3 [V @)+ 5[V (@)}

W = gt

3.2. Meétodo de Rothe multi-numérico en el espacio

Se tiene un problema de Cauchy con condiciones frontera para una ley de conserva-

cion (2.2), (2.3) y (2.4). Por simplicidad, se considera la ley de conservacion homogé-
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nea s(t,x,u) = 0. Para mantener la coherencia, se analiza detenidamente lo que se ha
desarrollado para la resolucion numeérica en el tiempo y se va incrementando los pasos
adecuados para la resoluciéon numérica en las variables del espacio.

Para resolver numéricamente el problema mencionado sobre un dominio D se aplica
el método de Rothe, de una forma especial e iterativa, esto significa que la idea no es
discretizar el dominio del tiempo en una secuencia arbitraria de tiempos discretos.
Para aplicar el método de Rothe (inicialmente discretizar en el tiempo) se considera el
problema de Cauchy referenciado como una ecuacion diferencial ordinaria en el tiempo,
como en (3.2), (3.3) y (3.4).

Independientemente, sobre (), se determina una malla inicial de elementos finitos
para discretizar las variables del espacio en el tiempo inicial 7}, se denota por MZO
la malla que se escoja para discretizar ). Esa discretizacion inicial ./\/l;‘fo, se basa en
el conocimiento inicial que se tiene del problema de Cauchy, el poder computacional
que se cuenta y la experiencia del usuario que pretende la simulacion numérica del
problema. Por lo tanto, la malla depende del tiempo en que se esté estudiando. Observar
que con esto se determiné una malla de elementos finitos pero no se esté resolviendo
numéricamente, esto es, no se esta aplicando ningtin método numérico en las variables
del espacio, mucho menos el método de elementos finitos. Para la malla inicial MZO, se
puede determinar una medida como el tamafio de los elementos finitos A’ = K70 (E),
donde F € ./\/lfo. Por ejemplo, la medida de los intervalos en una dimension, el radio del
circulo (esfera) circunscrito que contiene el elemento finito en dos (tres) dimensiones,

etc. Asi, en el tiempo fijo T se ha asociado una medida h’, y se puede calcular la

To

menor h'0 O

—in O la mayor h,° —de las medidas de todos los elementos finitos de la malla,
M es un conjunto finito.

Observar que la solucion es conocida solo en el tiempo Tj, que es ug, vea (2.3).
Para esa solucion (inicial) conocida se calcula |max f’(uo(x)|. Asi, en T se conoce el
méximo de la derivada de la funcion flujo |max f’(ug)|, y con la creacion previa de la
malla inicial de €2 se ha determinado el valor de h'0. Si en la desigualdad (3.1), conocida
como la condicion C'F'L, se determina un valor para el ntimero C'F'L com valor menor
o igual a 1, CFL < 1, entonces se obtiene una cota superior para el paso de tiempo
adecuado At:

hlo

< min ]
At < (CFL)—|max F(u0)]
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Al escoger un paso de tiempo que satisfaga la desigualdad, se esta determinando un
paso de tiempo a partir de Tj, y es denotado por ATj. Este paso de tiempo permitira
resolver la ecuacion diferencial vista como ordinaria en el tiempo de forma estable.

Observar que ATy es un valor fijo escogido satisfaciendo la desigualdad, no nece-
sariamente el mayor valor de la desigualdad. Con este proceso se determina un nuevo
tiempo fijo discreto t; = To + Aty (se tiene el primer intervalo de tiempo discretizado),
y sity > T} se hace t; = Ty y se ajusta ATy = Ty —Tp. Sit; < Ty no se realizan ajustes
del tiempo.

Ahora se tienen tres tiempos para la discretizacion del tiempo: Ty, t1 y T, donde
Ty <ty < T}. Se destaca que se ha obtenido el primer intervalo de tiempo discretizado
[Ty, t1] y se considera el intervalo [t1, Tf], no como un intervalo discretizado sino como
un nuevo dominio para ser discretizado con el proceso descrito de forma iterativa. En
el intervalo discretizado [Tp, t1], se realiza la resolucién numérica aplicando un método
numérico para resolver la ecuacion diferencial en las variables del espacio (método
de Rothe). En esta tesis se utilizan técnicas en elementos finitos para las variables
en el espacio y la formulaciéon adecuada sera escogida dependiendo de la informacion
adicional después de la aplicacion de la técnica de reconstruccion del gradiente explicada
en el Capitulo 5.

Finalizada la resolucion numeérica de la ecuacion diferencial en las variables del
espacio sobre el primer intervalo, se tiene una solucién numeérica calculada en el tiempo
t1, uy. Ahora, considerando u; como la solucion inicial conocida y el nuevo dominio del
tiempo [t1, T}|, se realiza nuevamente el proceso descrito anteriormente y se determina
el valor 9, y asi sucesivamente.

En resumen, se realiza el siguiente proceso (por el método de Rothe):
1. Se determina el orden del esquema Runge-Kutta a ser utilizado.

2. Dado Ty y ug, se discretiza el dominio espacial {2 en una malla de elementos

finitos M?, determinando una medida A" = min h(E).

EeM,?
3. Dada ug en Tp, se aplica la condicion (3.1), utilizando un nimero CFL < 1 para

determinar un paso de tiempo ATy.

4. Se determina la primera discretizacion de la variable tiempo haciendo t; = Ty +

ATy y sity > Ty entonces t; = T5.
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5. Sobre el intervalo discretizado [Tp,t1] se resuelve numéricamente en las variables

del espacio:

= se aplica la técnica de reconstruccion del gradiente sobre wug, detectando
altos gradientes o regiones probables de singularidad, vea la seccién 5.1 del

Capitulo 5;

= esa informacién se puede utilizar para refinar la discretizacion en el espacio,

esto es, determinar una malla mas fina sobre (2;

= esa informacion se puede utilizar para adecuar el grado de los polinomios de

las bases de los espacios de funciones de aproximacion;

= también, la informacién de la reconstruccion del gradiente determinara la
utilizacion de una formulacion débil basada en funciones discontinuas o fun-
ciones continuas. Siempre se optard por el uso de funciones continuas, uti-
lizando funciones discontinuas solamente en el caso de detectar regiones de
probable singularidad de la solucién aproximada, véase el costo computacio-

nal estudiado en la Secciéon 3.2.4.

6. Se calcula la solucion aproximada en el tiempo 1, esto es u; = u(ty, x) utilizando

el método de Runge-Kutta del orden determinado al inicio.

7. Sity < T}, se considera u; como la solucién inicial del problema de Cauchy sobre
el nuevo dominio del tiempo [t;,Tf] y se aplica nuevamente el proceso anterior.
Esto se realiza iterativamente hasta alcanzar el tiempo T en la discretizacion.

Enseguida se describe el proceso iterativo.

8. Asi se obtiene una secuencia de soluciones numéricas:
Uy, Uty - -y Uk, U1, -- -, U, donde uy corresponde a la solucion numérica en el
tiempo T;. Observar que pueden ser calculadas varias soluciones intermediarias

dentro de los intervalos discretizados en el tiempo.

En el item 1, para determinar el orden del esquema Runge-Kutta, generalmente se
toma en cuenta los recursos computacionales con los que se cuenta y el tiempo que se
dispone para realizar y validar las simulaciones numeéricas. El esquema de orden 4 es el
més aconsejable por sus mejores propiedades de convergencia y precision, sin embargo

deben realizarse tres calculos intermediarios para alcanzar la solucién aproximada en
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el tiempo final de cada intervalo de tiempo discretizado. El esquema de orden 2 es
también bastante utilizado y su costo computacional es menor. Ahora, si los recursos
computacionales no son muy sofisticados el esquema de orden 1 dara aproximaciones
adecuadas.

El item 2 es el inicio del proceso iterativo. Se considera el tiempo inicial de la
discretizacion y en ese tiempo la solucién inicial ug debe ser conocida. Observar que para
el tiempo inicial, el dominio en el espacio €2 puede ser discretizado en elementos finitos
basado en el conocimiento (a priori) de wug, de la precision que se quiera alcanzar y la
experiencia del usuario. Entonces, se determina h como siendo la menor de las medidas
de todos los elementos finitos de dimension igual a la dimensién del modelo. Esto
es importante resaltar, porque para aplicar las condiciones frontera se puede necesitar
elementos de codimension 1. Observar que no se esta aplicando ningtin método numérico
para las variables en el espacio, no estamos hablando del método de los elementos
finitos, es simplemente subdividir el dominio €2 en un conjunto de figuras geométricas
simples que lo aproximen. En el caso bidimensional se utilizan principalmente tridngulos
y/o cuadrilateros, en el caso tridimensional se utilizan hexaedros, tetraedros, piramides
y/o prismas.

En el item 3, se aplica la formula (3.1), para que con los valores mencionados y
sustituyendo el ntiimero C'F'L por un valor menor o igual a 1, se determine un valor
adecuado para el paso de tiempo At a partir del tiempo inicial (la primera vez Tj).
Con esto se obtiene el intervalo discretizado del tiempo, item 4, donde la soluciéon
inicial es conocida y se necesita calcular una soluciéon aproximada en el tiempo final
del intervalo. Para eso vamos aplicar un método numérico en las variables del espacio
sobre el intervalo de tiempo determinado, lo que corresponde al item 5.

Gracias a la aplicacion del método de Rothe, el item 5, estd formado por varias
sub etapas, que permitiran escoger diferentes métodos numéricos para resolver en las
variables del espacio (multinumérico). Con ese fin, inicialmente se aplica una técnica
de reconstruccion del gradiente de la solucién inicial en el intervalo del tiempo, basada
en técnica de minimos cuadrados, y con esa informacion se identifica la existencia
probable de altos gradiente o saltos de discontinuidad. Si no existen altos gradientes
se aplicara una variante del método en elementos finitos H'-conforme sobre un espacio

de funciones aproximantes continuas, y si existen altos gradientes, una variante del
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método conocido como Galerkin discontinuo, DG, que utiliza un espacio de funciones
aproximantes discontinuas. Ambos métodos no pueden ser aplicados directamente en la
ecuacion diferencial en el tiempo inicial, porque necesitan de un término estabilizador.
Es conocido en la literatura cientifica que los métodos mencionados sin término de
estabilizacion son inestables y cuando funcionan deben utilizar pasos de tiempo muy
pequenos, lo que hace inviable su aplicacién mismo a problemas simples.

Como estéa descrito en los subitems del item 5, la informacion de la reconstruccion
del gradiente puede ser mejor explotada, aprovechando la identificacion de elementos
con altos gradientes, sobre los cuales y sus vecinos se puede aplicar un h-refinamiento,
disminuyendo el tamano de los elementos finitos, lo que significa aumento de grados de
libertad para una mejor resoluciéon. También se puede aplicar p-refinamiento, disminu-
yendo el orden de los polinomios sobre los elementos con alto gradiente y aumentando
el orden sobre los elementos con gradiente pequeno. Utilizar ambos refinamientos es
aplicar hp-adaptabilidad. El algoritmo de la reconstruccion del gradiente expuesto en
esta tesis implementa una hp auto adaptabilidad, donde fue implementada una téc-
nica automatica que serd explicada en el capitulo de adaptabilidad correspondiente,
Capitulo 5.

Como el proceso es realizado sobre cada intervalo discretizado, se puede escribir el
algoritmo de forma general, considerando conocida la solucién en el tiempo t; y un

orden definido para el método de Runge-Kutta previamente:

1. Dada uj, = u(ty,x) y dada una medida h'* de la malla sobre €, M;", en el tiempo

th.
2. Se aplica la condicién (3.1) con CFL < 1 para determinar Aty.

3. Se determina tj4; = t) + Aty. Y si tp41 > Ty entonces ¢4 = Ty y se modifica
Aty =T — ty.

4. Sobre el intervalo discretizado [ty, tx11] se resuelve numéricamente en las variables

del espacio:

= se aplica la técnica de reconstruccion del gradiente sobre wuy, detectando

altos gradientes o regiones probables de singularidad;

Publicacion autorizada con fines académicos e investigativos

En su investigacion no olvide referenciar esta tesis




UNIVERSIDAD

REPOSITORIO DE CATOLICA

TESIS UCSM DE SANTA MARIA

= esa informaciéon permite aplicar un h-refinamiento de elementos de la malla

sobre (1;

= esa informacion permite escoger el grado de los polinomios de las bases de
los espacios de funciones de aproximacion, y eso de forma independiente

para cada elemento finito (p-refinamiento);

= la informacion de la reconstruccion del gradiente permite escoger una formu-
lacién débil en funciones discontinuas o en funciones continuas sobre toda

la malla.
5. Se calcula la soluciéon aproximada en el tiempo ¢y 1: ugr1 = u(tpy1,X).
6. Se realiza el proceso anterior iterativamente hasta alcanzar t,, = T}.

La discretizacion del dominio espacio temporal D al aplicar el Método de Rothe

multi-numérico se muestra en la Figura 3.1

A

2 — % \GD
1 == ]

A 7

b0 =
L X
y A

Figura 3.1: Dominio espacio temporal discretizado

3.2.1. Meétodo del residuo ponderado en el dominio del espacio

Considerando el dominio de las variables en el espacio,  C R? se utilizaran los
conocidos espacios de funciones sobre las variables en el espacio:
C'(Q) = {u: Q2 — R /u es una funcién continua sobre Q}
L'Q)={u:Q— R/ [,|u] d2 < o0}
L?(Q) = {u: Q — R medible/ [, |ul* dQ < oo}
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HY(Q) ={ue€ L*(Q)/Dyu e L*(Q),Vs=1,2,---,d, QCR}
HY(Q) = fu e H(Q) / ulr, =0},

Para completar el trabajo debe resolverse el item 4 de la ultima enumeracion. Sin
perdida de generalidad se asume un tiempo discretizado con solucién inicial conocida,
denotado por ¢. Observar que no se considera t = tj, para algun k, porque el tiempo
t puede ser también algin tiempo intermediario que depende del orden del método
Runge-Kutta.

En este tiempo dado, las ecuaciones diferenciales obtenidas, vistas como estaciona-
rias, pueden ser resueltas aplicando formulaciones débiles desde espacios de funciones
continuas o discontinuas generadas a partir de un conjunto de funciones base poliné-
micas por partes sobre los elementos finitos de la malla M} . Para aplicar se identifica
el problema a ser resuelto:

Encontrar una funcién u(Z,x) = a!(x) € L*(Q) donde x € © tal que

-1

i(x) = @°(x) — Aty Y eV - f(@)(x), 1=1,2,...,L
r=0

Para resolver se aplica el método del residuo ponderado, véase la seccion 2.4 de
(Calle, 2002). El método del residuo ponderado utiliza dos espacios de funciones, que
en la presente tesis son diferentes y ademés dependen del tiempo en el que se aplica. El
primero es un espacio de funciones de aproximacién definidas sobre (2, VE(Q) C L*(9),
o simplemente V* C L2, donde se buscara una solucién aproximada a @', y el segundo
es un espacio de funciones de prueba definidas sobre Q, W#(Q) C L*(), o simplemente
Wt c L%, que permitira obtener una formulacién débil.

Con el método del residuo ponderado se genera un sistema de ecuaciones lineales
considerando sub-espacios finito dimensionales de V! y W*. Se denotan por V}f cVvt
y W,f C W*. Suponiendo que V,f_ es n-dimensional y W;E es m~-dimensional, se escriben
sus bases como
5‘,}5 ={¢; : 1=0,1,2,....,(n—1)}y ﬁWf; ={w; : j=0,1,2,...,(m—1)}

Asi el problema (discretizado) busca una funcién i} (x) € V;E(Q), o simplemente @, €

[ty = [ ;- (Z o [V f(ﬂ’”)wj> (3.5)

donde l=1,2,...,Lyj=0,1,2,...,(m—1).

V,f_ , tal que
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Considerando que el dominio espacial €2 estd particionado en una malla /\/l’,?1 de
elementos finitos con dimension igual a la dimension de €2, la ecuacion (3.5) es valida
sobre cada elemento finito. Y aplicando sobre todos los elementos finitos de la malla se
tendra sobre todo el dominio (2. Entonces el problema puede ser escrito como:

Encontrar una funcion @}, € V}(Q) tal que

/Eﬁle = /Eﬂowj — Aty (g clT/EV : f(ﬁ”)w) (3.6)

donde [ =1,2,...,L,j=0,1,2,...,(m — 1) y para todo elemento finito £ € M.
Para escoger los espacios finito dimensionales se utiliza las ideas del método de ele-
mentos finitos. V,f es un espacio de funciones simples sobre el dominio, que pueden ser
polinomios por partes sobre los elementos finitos. En esta tesis se consideran solo poli-
nomios por partes que pueden ser continuos o discontinuos sobre el dominio 2. Cuando
se utiliza funciones continuas sobre el dominio €2, se dice que se esta utilizando un es-
pacio de aproximaciéon H!'-conforme, y cuando se utiliza funciones discontinuas, se dice
que se esté utilizando un espacio de aproximacion del tipo DG (Galerkin discontinuo).
Como ya es conocido en la literatura cientifica, considerar V¥ = W} lleva a esquemas
inestables, por lo tanto se asume V,f = W,f, como se menciond anteriormente.
Siguiendo las ideas expuestas en (Calle, 2002), dado el espacio V,f de funciones apro-
ximantes polinomiales por partes (existen muchas y diversas opciones), se construye el

espacio de funciones test de la forma:

Wi ={w;=¢; +6Vp;- 8/ ¢; € By}

donde ¢ es un ntimero real y # es un vector. En la literatura cientifica, existen diversas
expresiones para determinar . En el presente trabajo se usa la expresion expuesta en
(Calle, 2002). Con el término V; - 5 se obtienen los términos de estabilizacion de los
esquemas numeéricos que funcionan para la resolucion de leyes de conservacion. § es un
real, llamado coeficiente de difusiéon, que permitiré utilizar poco o mucho del término
de estabilizacion. Diversos esquemas de estabilizacion pueden encontrarse en (Henao,
2011). Se destaca el método Streamline Upwind - Petrov Galerkin (SUPG), el cual fue
uno de los primeros esquemas estabilizados para las leyes de conservacion.

Observar que con la construccion del espacio W, la dimension de los dos espacios

Publicacion autorizada con fines académicos e investigativos

En su investigacion no olvide referenciar esta tesis




UNIVERSIDAD

REPOSITORIO DE CATOLICA

TESIS UCSM - DE SANTA MARIA

es igual y dim(W}) = dim(V}}) = n. Asi m = n.
Para explicar de forma simple la obtencion del término de estabilizacion, se sustituye

las funciones base de W} en la ecuaciéon 3.6. Por lo tanto, la ecuacion toma la forma:
/ﬁl[g0j+(5 V; - f] :/710 lp; +6 Vo, - B
E E

— Aty (i Czr/EV - f(@)[p; +0 Vo, '5]>

(3.7)

donde ! =1,2,...,L,j=0,1,2,...,(n —1) y para todo elemento finito & € M.
Esquemas como los obtenidos a partir de la ecuacion (3.7) son llamados de explici-

tos, donde la solucién buscada @' es encontrada directamente desde los valores de las

0 1

soluciones conocidas en tiempos anteriores, @°, @', ---, @'~!. En la literatura cientifica
es conocido que los esquemas son mas estables si ellos son implicitos o semi-implicitos.
Esto significa que en las ecuaciones obtenidas es mejor, siempre que sea posible, sus-
tituir soluciones conocidas en tiempos anteriores por la solucién desconocida @'. Debe
realizarse con cuidado, verificando que el sistema de ecuaciones lineales tenga solucion.
En la presente tesis, se manipula la ecuacion 3.7 a fin de obtener un esquema semi-
implicito. A continuacion se describe el proceso considerando para todas las proximas

ecuaciones [ = 1,2,...,L,j=0,1,2,...,(n—1) y para todo elemento finito £ € M¢:

/ﬁl¢j+5/ﬂlv¢j'5=/ﬂosﬂj+5/ﬁov<ﬂj'ﬁ
E E E E

— Aty (lzjclr [/Ev-f(ar)gaj+5/E(wj-6) V-f(ff)D

(3.8)

I con la idea de hacer el esquema menos

Si en la cuarta integral sustituimos @’ por
explicito, entonces la segunda y la cuarta integral son iguales, y asi se cancelan. Y
si ademas se aplica el Teorema de Green en la quinta integral se obtiene la siguiente

ecuacion simplificada:

-1

/Ealgojz/EfLOgoj—Atk (chr {L%f(ﬁr)-n—/EV%'f(ﬂr)

r=0

(3.9)
5 [ (Vo) vf(ff)D

donde I'g es la frontera del elemento F y n representa la normal unitaria exterior de
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esta frontera.
La ultima integral contiene el divergente de la funcién flujo de la ley de conservacion,

y este se puede representar utilizando el jacobiano de estas funciones flujo. Luego:

-1

/Efbl@j:/Eﬁost—Atk (;Clr [£E¢jf(@j)'ﬁ—/v¢j'f(ﬂr)
+6/ (Vs - B (Zf mg)])

En la ecuacion (3.10), no se pretende sustituir las soluciones conocidas en la tercera

(3.10)

y cuarta integral, porque se necesitara calcular el valor de las funciones flujo sobre

soluciones conocidas. Sin embargo en la tltima integral, dentro de la sumatoria se

tiene dos situaciones. La primera solucién u” tampoco se puede sustituir porque se

debe calcular las componentes del jacobiano f!(a"), sin embargo en la 0,u" si se puede
titui luci id la solucion buscada a'. Asf se ti

sustituir esas soluciones conocidas por la soluciéon buscada u’. Asi se tiene un esquema

semi-implicito:

-1

/Eﬂl%:/u% Aty (chr [/FE jf(ﬂr)'n—/v%"f(w
(o)

Como los ultimos sumandos también dependen de @', son pasados al primer miembro:

(3.11)

/ i +At 5lzlc / (Vp;-B) (i £ (@) (%l)
AL Ir j s =
g Oxs

[ (z ICES AL

Como el espacio V) es de dimension finita y @'(x) € Vi, se escribe

(3.12)

U = ZUZ(,O,L
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Entonces la ecuacion 3.12 se expresa como

n—1 y -1 d o 8901
;ui [/Egoigoj + Aty 5;clr/E(Vgpj - B) (; fh(an) 8:}58)] =
-1

/E Wp; — Aty (Z [ / el(@)n - [E Ve, - f(ff)])

dondel!=1,2,...,L,i=0,1,2,...,(n—1),7=0,1,2,...,(n—1) y para todo elemento

(3.13)

finito £ € ./\/l’,z siendo I'g la frontera del elemento E y 7 representa la normal unitaria
exterior de esta frontera.

En las proximas secciones se estudian dos espacios de funciones V!

3.2.2. Formulacion débil con funciones continuas

Se determina en esta seccion el primer espacio de funciones de aproximacion, en
el tiempo t. Y el espacio es referenciado como el espacio de funciones continuas de
aproximacion.

Vi={ueC'Q)/ulp € Pp(E), VE € M}

donde P,(E) es el espacio de polinomios de grado hasta p, definido sobre el elemento
E,y M} es la malla que particiona Q. Observar que las funciones son continuamente
diferenciables en el interior de cada elemento finito, pero en las fronteras de los elemen-
tos finitos son continuas y pueden no tener derivada, sin embargo todas tienen derivada
debil. Por lo tanto: Vit € Hy.

Como las funciones son continuas sobre todo el dominio, entonces considerando la
ecuacion (3.13) se tiene que la integral sobre las fronteras de los elementos E, que estan
en el interior del dominio €2, son nulas. Apenas puede no ser nula sobre la frontera de
algunos elementos que también son frontera del dominio I'g, (puede existir condiciones
de Dirichlet o Neumann), donde el valor debe coincidir con la condicion frontera u(t),
vea ecuacion (2.4). Por simplicidad, también se considera los valores de la condicion

frontera nula.
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Formulacién débil utilizando funciones continuas
Asf el problema consiste en buscar una funcion @}, € V(2), tal que

n—1

~ -1 d o a i
20 [/E%%er’“ 6;00"/E(V80j'5) <;fs (") 8?9)] =

i= /E@O% + Aty (g Clr {/E V- f(ar)D

dondel=1,2,...,L,i=0,1,2,...,(n—1),7=0,1,2,...,(n—1) y para todo elemento
finito £ € M}

(3.14)

En la ecuaciéon (3.14), se tiene expresamente la representacion de las entradas de

las matrices del sistema lineal K[ul] = F, donde

=1 d
N ) 2%
kij = /Esoz% + Aty 5§CZT/E(V% - B) <;f (@ )8373)

£ /EQO% + Aty (2 Cir UE V- f(fu")D .

Un sistema de ecuaciones lineales que hay que resolver por métodos directos o iterativos

y se obtendra la soluciéon buscada @'.

3.2.3. Formulaciéon débil con funciones discontinuas

Se considera, en esta seccidon, un espacio de funciones de aproximacion que son dis-
continuas sobre el dominio pero continuas sobre cada elemento. Realmente, las funcio-
nes discontinuas en el dominio del espacio de funciones de aproximacién, son polinomios
por partes sobre los elementos sin la exigencia de continuidad en las interfaces de los
elementos. Esto significa que como las funciones son polinémios sobre cada elemento
finito, ellas son continuas apenas en el interior de cada elemento. Estas funciones no
tienen restriccion de continuidad entre los elementos finitos, por lo tanto, se permite
discontinuidades en la interface de los elementos.

En este contexto, el espacio de funciones de aproximacion se define como:

Vi={ueL*(Q)/ulg € PJE), ¥ Ec M}
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donde P,(E) es el espacio de polinomios de grado hasta p, definido sobre el elemento
Ey ./\/ll,t_z es una particion de € en el tiempo ¢.

Este espacio de funciones no es conforme y es conocido como un espacio "bro-
ken"(quebrado) de funciones discontinuas.

Formulacién débil utilizando funciones discontinuas

En este caso el problema consiste en buscar una funcién @', € V}f (), tal que

n—1 -1 d
_ _r\ 00
i} / wo; + Aty 6 cr/ Vo;-f T(a") ==
; [ESO% k TZ:; 1 E( v; - B) ;f( )8903
-1

/an%_mk (chr UFE gojf(ar).n—/EVsaj.f(ar)D

r=0

(3.15)

dondel=1,2,...,L,i=0,1,2,...,(n—1),7=0,1,2,...,(n—1) y para todo elemento
finito £ € M’; siendo ['p la frontera del elemento E y 7 representa la normal unitaria
exterior de esta frontera.

En la ecuacion (3.15), se tiene expresamente la representacion de las entradas de

las matrices del sistema lineal K[ul] = F', donde

-1 d o
kij = /E%%‘ + Aty 5;% /E (Ve; - B) (Z fo @) 8_is>

s=1

fi= / i — Aty (Z [ / REE / Vo, fw)D .

El sistema de ecuaciones lineales se debe resolver por métodos directos o iterativos para
obtener la soluciéon buscada @'.

Sea x € I'g. Si el punto x estd sobre la interface entre un elemento E y algin
elemento finito vecino o conectado F', x € I'r, entonces el valor de la funcién flujo para
la variable 4" no esta bien definida, porque cuando se calcula a partir del elemento E se
puede tener un valor numérico muy diferente que cuando se calcula a partir del elemento
vecino o conectado F'. Computacionalmente, se ha resuelto el problema considerando
el célculo de todas las integrales sobre cada elemento finito primero, calculando sus
contribuciones, y posteriormente calculando las integrales sobre cada interface entre

elementos y se incrementa una tunica contribucion (un valor igual) para los elementos
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vecinos en los puntos comunes.

Por otro lado, el calculo de la integral sobre las interfaces debe considerar los valores
de la funcion flujo por la derecha y por la izquierda. Para obtener un tnico valor se
utiliza el llamado "Flujo Numérico", esquemas numéricos muy trabajados en el método
de diferencias finitas y bastante estables. Existen muchos flujos numéricos definidos en
la literatura cientifica, de orden bajo y alto de aproximacién. Infelizmente los de orden
alto de aproximacion (mismo los de segundo orden) pueden generar oscilaciones, por
lo que se ha optado por el esquema del Flujo Numérico de Lax-Friedrichs, muy estable

y de gran uso incluso en aplicaciones précticas.

Flujo numérico

Es importante estar consciente que las interfaces pueden darse en el interior del
dominio €2 (por lo tanto entre dos elementos finitos), o ser una interface en la frontera
del dominio I'g. Por las caracteristicas del espacio Vh{ , se definen los siguientes valores
limites préoximo a cualquier punto en la frontera x € I'g, donde E es un elemento finito
de la malla M.

El primer valor es el valor obtenido desde el interior del elemento finito £, denotado
por

" (x) = lim a"(x + sn) (3.16)

s—0—

El segundo valor es denotado por

i (x) = %), x &l (3.17)

lim, o+ u"(x+ sn), x ¢ I'g
donde 7, es la condicién frontera discretizada dada sobre la frontera del dominio I'.
Entonces, se destaca que para el segundo valor se calcula usando las condiciones frontera
del problema cuando se esté sobre un punto x € 'y y x € ', y si x ¢ ' se calcula
utilizando los valores de 4" desde un elemento vecino F' tal que x € ['p.
Aqui se utiliza la idea de sustituir la funcion f(@")-n en la integral sobre la frontera
I'p en la ecuaciéon (3.15) por una funciéon llamada "flujo numérico", denotada por

Fr,. Esta funcién se aplica en los puntos sobre la frontera de los elementos finitos y
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dependera de los dos valores limites definidos en las ecuaciones (3.16) y (3.17). Se tiene:
f@ (x,8) - n~Fr,(x) =Fr, (@ (x),a},(x)). (3.18)

Se destacan las propiedades que un flujo numérico satisface:
1. debe ser una funcién Lipschitz en sus dos argumentos;

2. debe ser mondtona cuando es un caso escalar y debe ser un solver de Riemann

exacto o aproximado cuando es un caso de sistemas;
3. debe ser consistente con f(u") - n, es decir: Fr,(u,u) = f(u) - n;

4. debe ser conservativa, es decir: si £y I’ son elementos vecinos con frontera comun,

entonces

Fr, (@ (x), @, (x)) + Fr, (@ (x), @} (x)) = 0. (3.19)

En la literatura cientifica esta bastante documentado que cuando se utiliza un flujo
numérico de orden alto en las regiones de singularidad o préximo de ellas, como el
conocido flujo numérico de Lax-Wendroff, el esquema pierde estabilidad. Esto sucede
porque se generan oscilaciones en el interior de los elementos. Por lo tanto, es reco-
mendable utilizar flujos numéricos de orden uno, que aunque es menos aproximado
pero es bien estable. Por esta razon se utiliza en la presente tesis el flujo numérico de
Lax-Friedrichs (como comentado anteriormente).

Flujo numérico de Lax Friedrichs

F(u,v)= 3 é(u o)+ £(u) + £(v) (3.20)

donde o = maxmin(u,v)gsgmax(u,v)|fl(5)|

3.2.4. Costo computacional en el dominio espacial

Se sabe que el nimero de grados de libertad del método Galerkin discontinuo es
mucho mayor que del método H'-conforme. Por lo tanto, el tiempo de ensamblaje de
las matrices y de resolucion del sistema, para el método de Galerkin discontinuo es

mayor.
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Para dejar el estudio completo, se utiliza el problema del cono rotando sobre dos
mallas fijas, la primera para h = 0.3125 y la segunda para h = 0.15625 sobre el dominio
Q = [-5,5] x [-5,5] C R2 Se utiliz6 el intervalo de tiempo [0.0, 0.25] para todas las
simulaciones numéricas. El tiempo de ejecucion de las simulaciones fue medido em
clock ticks.

En un computador, la central de procesamiento (CPU) funciona en alguna frecuen-
cia, y el perfodo de esta frecuencia se llama clock tick. Es la unidad de tiempo mas
pequena reconocida por el dispositivo. Como ese parametro depende del dispositivo
utilizado, las mediciones se realizaron en el mismo computador y de forma exclusiva
(ningan otro proceso fue llamado por el usuario durante las simulaciones realizadas).
Sin embargo, se sabe que en el computador siempre estan funcionando diversos proce-
sos independiente del conocimiento del usuario (actualizaciones, chequeos de memoria,
etc). Esto significa que la simulacion realizada no es la tnica tarea del procesador,
entonces se ha realizado 5 simulaciones para cada caso y se ha calculado la media arit-
mética como la medida de la simulaciéon en cada una de las mallas. Los resultados son
presentados en los Cuadros (3.2) y (3.3). Observar que no estamos interesados en el
tiempo que demoré la simulacién sino en la medida del procesamiento.

Para estas simulaciones se ha utilizado el parametro CFL = 0.1 y el coeficiente
de difusion para el término de difusion implicita 6 = 0.3. Se ha utilizado en ambos
métodos el grado polindémico p = 2 para la construccion de los espacios de aproximacion

polinémicos por partes.

Cuadro 3.2: Costo computacional de los métodos. h = 0,3125
Ejecucion  GD con difusividad implicita H1 con difusividad implicita

Primera 251516546 63989726
Segunda 250657676 63483645
Tercera 254193797 64097598
Cuarta 255831252 63986529
Quinta 255211065 62840214
Media 253482067.2 63679542.4

De el Cuadro (3.2) se observa que el tiempo de ejecucion del método H! con di-
fusividad implicita es aproximadamente el 25 % del tiempo de ejecucion del GD con
difusividad implicita.

De el Cuadro (3.3) se observa que el tiempo de ejecuciéon del método H' con di-

fusividad implicita es aproximadamente el 17 % del tiempo de ejecucion del GD con
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Cuadro 3.3: Costo computacional de los métodos. h = 0,15625
Ejecucion  GD con difusividad implicita H1 con difusividad implicita

Primera 7964351873 1352611518
Segunda 7992368257 1351143809
Tercera 8290352030 1365905077
Cuarta 8160133550 1365778666
Quinta 8326459332 1364096873
Media 8146733008.4 1359907188.6

difusividad implicita. Es natural que la diferencia del costo computacional crezca ain
mas por el tamano mayor del sistema para el caso del método Galerkin discontinuo con
difusividad implicita sobre una misma malla de elementos finitos.

En el método propuesto, la primera opcién para utilizar en la discretizacion espacial
sera el método H! con difusividad implicita. Teniendo la herramienta computacional
que permite recuperar el gradiente de la soluciéon aproximada en un tiempo determi-
nado, entonces verificamos con ella si existe gradientes altos que indicarian el probable
aparecimiento de una singularidad. Aunque no haya el surgimiento de una singulari-
dad, indicaria la presencia de una variacion alta de la variable en estudio, por lo tanto,
aplicamos reduccion del orden p y/o refinamiento h para evitar oscilaciones espurias.
También es una buena posibilidad de cambiar el método H! por el método GD para la
aproximacion espacial en el préoximo paso de tiempo. Asi el método es multinumeérico,

permitiendo el uso de diferentes espacios de aproximacion en cada paso de tiempo.
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Capitulo 4

Ambiente Computacional NeoPZ

El NeoPZ es un ambiente de computacion cientifica orientada a objetos, que posibili-
ta implementar algoritmos en elementos finitos utilizando espacios de funciones aproxi-
mantes de diversas posibilidades, tanto funciones escalares como vectoriales, y las bases
para estos espacios de aproximacion de orden superior para escalares y vectoriales estan
implemetadas de forma jerarquica. Es una biblioteca de propésito general de codigo
abierto (libre) para la investigacion cientifica y aplicaciones en problemas de la cien-
cia e ingenierfa, para mayores detalles ver el sitio https://github.com/labmec/neopz.
Ademas realiza simulaciones con caracteristicas multifisicas y multiescala, y aplica téc-
nicas hp-adaptativas para obtener eficientes computaciones numéricas (Calle, Devloo,
y Gomes, 2015).

El NeoPZ esta en continua evolucion, hasta el ano 2000 ya consideraba herramien-
tas para realizar hp-adaptatividad con espacios de funciones continuas. En la década
siguiente hasta el ano 2010 increment6 espacios de aproximacion de funciones conti-
nuas, posibilitando aplicar el método de Galerkin discontinuo, e incrementé patrones
de refinamiento que podian ser definidas por el usuario. En el ano 2012 y4a incorporo
espacios de aproximaciéon Hdiv y el ano 2013 espacios multifisicos. Por tltimo, a partir
del ano 2017 esta consolidando herramientas para tener la propiedad de ser multiescala.

El ambiente cientifico NeoPZ, en lenguaje orientado a objetos C+-, ha sido desa-
rrollado bajo la coordinacion del Dr. Philippe Devloo, en el Laboratorio de Mecéanica
Computacional (Labmec) de la Universidad Estadual de Campinas Brasil. Entre sus
principales caracteristicas del ambiente cientifico destaca ser modular, multifisico y

multiescala (Devloo, 2000).
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El ambiente NeoPZ esta organizada en moédulos independientes entre si, los cuales
posibilitan desarrollar diversos algoritmos en elementos finitos para resolver numérica-
mente problemas descritos en ecuaciones diferenciales parciales. El esquema modular

del ambiente computacional NeoPZ se presenta en la Figura 4.1

Resolucién del sistema

* Patrones de

* Sistemas de ecuaciones almacenamiento de matriz
diferenciales * Métodos de resolucion

e Lineal y no lineal * Subestructuracion
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|

Herramientas de
elementos finitos
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® Hdiv-Hcurl
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® Pruebas unitarias
* Evaluacién de desempefio

Modulo Geométrico

\ 4 9
9 Hl?eﬁnamlent.o | / e Electromagnético
* Modulo binad | "
| \\ — * Aceleracion paralela
N\

| Desarrollos

* Patrones de refinamiento * Multi-escala (MHM)

—

Figura 4.1: Forma modular del NeoPZ

4.1. Mobdulo topolégico

En el NeoPZ, la fundamentacion matemética es vital, asi para la construccion de la
geometria se inicia definiendo su topologia. En este primer médulo se llaman elemen-
tos de referencia abiertos, cero, uni, bi y tri-dimensionales, a las figuras geométricas
mostradas en la Figura 4.2.

A partir de los elementos de referencia abiertos se construyen todos los elementos

de referencia cerrados que seran necesarios para definir la geometria.

4.2. Elementos de referencia geométricos

El NeoPZ tiene implementados los elementos de referencia geométricos para cero,
uno, dos y tres dimensiones. El elemento de referencia cero dimensional es {0}. El
elemento de referencia unidimensional es el intervalo [—1, 1]. Existen dos elementos de
referencia bidimensionales: tridngulos y cuadrilateros. Y existen cuatro elementos de

referencia tridimensionales: hexaedro, tetraedro, piramide y prisma.
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Figura 4.2: Elementos de referencia abiertos cero, uni, bi y tri-dimensionales del NeoPZ

Un elemento de referencia cerrado o simplemente elemento de referencia es una
particion de un conjunto de lados y cada uno de sus lados es una transformacion afin
de un elemento de referencia abierto de dimensién igual o menor. Como un ejemplo, en
la Figura 4.3 se muestra la construccion del elemento cuadrilatero desde los conjuntos
abiertos que corresponden a las dimensiones cero, uno y dos.

Observar que el elemento cuadrilatero cerrado es una particion de sus lados, conside-
randose como lado a la imagen de cada transformacion desde un elemento de referencia
abierto.

En la Figura 4.4 se presentan todos los elementos de referencia mencionados, con
sus lados correspondientes y sus orientaciones adecuadas que seran necesarias para una

correcta integracion numérica entre los elementos vecinos (Calle y cols., 2015).
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T logi
TPZQuadrilateral opologia

Figura 4.3: Transformaciones desde los elementos de referencia abiertos (topologia)
sobre el elemento cuadrildtero cerrado

Figura 4.4: Elementos de referencia cero, uni, bi y tri-dimensionales
4.3. Relacion entre la topologia y la geometria

Para construir un elemento de referencia cerrado usamos conjuntos abiertos y a
partir de este elemento cerrado se construye todas las transformaciones biyectivas a

los elementos geométricos de la malla. Y como ese elemento cerrado viene de conjun-
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tos abiertos, entonces el elemento geométrico se puede considerar como una particion
generada por las imagenes de los lados de los elementos de referencia. Los modulos

topologia y geometria se relacionan como en la Figura 4.5

r
1
1
1

<00 Y S

D s SR
v

TPZQuadrilateral

=

Geometria

TPZGeoQuad

Figura 4.5: Relacion entre la topologia y la geometria del elemento de referencia cua-

drilatero

4.4. Malla Geométrica

Un elemento geométrico en R? donde d puede ser 1, 2 o 3, es un conjunto
no vacio £ C R? y es construido por una transformacion biyectiva y diferenciable
desde un elemento de referencia cerrado. Como los elementos de referencia cerrados
son construidos via transformaciones afin desde los elementos de referencia abiertos,
entonces un elemento geométrico se puede considerar como una particion de lados

disjuntos.

Sea 0 C R? un dominio. Un conjunto finito con Ny, elementos geométricos
M={E,CRYENQ#0,i=0,1,2,...,Npg— 1}

se llama malla geométrica de (2, si {2 C Ufi"é‘_lEi.

Si € es un dominio rectangular en el plano, en la Figura 4.6 se muestra un ejemplo

de una malla geométrica M de €2 con dos elementos £y F.
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Figura 4.6: Malla geométrica M = {E| F'}
4.5. Refinamiento de una malla geométrica

Se dice que un elemento geométrico £ C R¢ es h-refinado en Ny elementos geomé-

tricos F;, 1 =10,1,2,..., Ng — 1, si:

» El conjunto formado por los lados de Ey, Ey, Es, ..., En,_1 es una particion de

E.

En este caso decimos que E es un elemento padre y los E; son subelementos de F.

Un lado que es un subconjunto propio de otro lado de un elemento conectado se
llama lado colgante. En NeoPZ hay dos conceptos muy importantes, el de vecindad
y el de conectividad, que consiguen determinar correctamente cuando tenemos lados
colgantes. Para mayores informes ver (Calle y cols., 2015).

Al aplicar el h-refinamiento a los elementos de una malla geométrica M, los subele-
mentos son insertados en la malla, generando una malla enriquecida M, tal que
M C M,.

Se puede construir una malla mas fina M¢ de M, eliminando de M, los elemen-
tos padre que fueron h-refinados. Después de un h-refinamiento, también es posible
engrosar la malla M¢ recuperando un elemento padre y todos sus subelementos.

Para ilustrar el concepto de h-refinamiento, se considera la secuencia de mallas
refinadas a partir de la malla M = {F| F'}, como se muestra en la Figura 4.7. En la
Figura 4.7, haciendo h-refinamiento sobre el elemento geométrico F'y después sobre el

subelemento Fj, se obtiene la malla mas fina

MC = {E, FOO’F017F027F037F17F27F3}
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Figura 4.7: Malla geométrica con lados colgantes desde los elementos subdivididos de
F

Una malla M€ que contiene algtn lado colgante se llama malla geométrica no con-
forme. Por ejemplo, la malla geométrica mostrada en la Figura 4.7 es no conforme,
porque el lado izquierdo del elemento Fj, es un lado colgante, el cual es un subconjunto
propio del lado derecho del elemento E.

En la Figura 4.8 se muestra un ejemplo de h-refinamiento de una malla geométrica

elaborado con NeoPZ al resolver un problema de Poisson cuya solucion es una funciéon

con alto gradiente en la circunferencia de radio r = 3 (Calle y cols., 2015).

Figura 4.8: h-Refinamiento de una malla geométrica para el problema de Poisson men-
cionado

4.6. Mobdulo del espacio de aproximaciéon

Al aplicar el método de elementos finitos, formamos un espacio de funciones de
aproximacién polinémicas sobre cada elemento geométrico de la malla M. Este es-
pacio de aproximaciéon se caracteriza por la continuidad de las funciones a través de
interfaces de los elementos. Se define como elemento finito de orden p, al elemento

geométrico F € M provisto de un conjunto linealmente independiente de polinomios
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definidos sobre E de grado hasta p, donde cada polinomio es asociado a un tinico lado
de E sobre el cual es diferente de cero. Estos polinomios definidos sobre E se llaman
funciones de forma. Como cada elemento E es una transformacion biyectiva de un ele-
mento de referencia, entonces las funciones de forma son definidas basicamente sobre
cada elemento de referencia y posteriormente transformado de forma continua sobre el
elemento E. A partir de estas funciones de forma definidas sobre cada elemento geo-
métrico £ € M, se define un espacio finito dimensional de funciones polinémicas por

partes y continuas.

4.6.1. Funciones de forma en el elemento de referencia

Para la construccion de funciones de forma jerarquicas se utilza los polinomios de

Chebyshev definido por
P,(z) = cos(n arccos(x)) paran >0
que satisface la formula de recurrencia:
e =

=3

P.(z) =2zP,_y — P,_5 paran > 2

Funciones de forma sobre el elemento unidimensional

En el elemento de referencia [—1,1], las funciones de forma lineales asociadas al

extremo izquierdo y derecho, estan definidas por:

respectivamente. Mientras que las funciones de forma asociadas a la arista a que une

los extremos del elemento, son definidas por:

e =100 9p 6 n—012p-2
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donde p es el orden de interpolaciéon del elemento.
La gréfica de las funciones de forma asociadas a los extremos del elemento de

referencia [—1, 1] se muestra en la Figura 4.9.

1.0+
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Figura 4.9: Funciones de forma asociadas a los extremos

En la Figura 4.10 se presenta la grafica de los polinomios de Chebyshev P, para

p=4,estoesn=0,1,2.

051

— Po($)
— Pi($)
— P2($)

Figura 4.10: Polinomios de Chebyshev para n =0, 1,2

Por ultimo, en la Figura 4.11 se presenta las graficas de las funciones de forma
$%(€) asociada a la arista a que une los extremos del elemento de referencia [—1, 1]

paran = 0,1, 2.

Figura 4.11: Funciones de forma asociada a la arista a para n = 0,1, 2
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Funciones de forma sobre el elemento cuadrilatero

Sea E el elemento de referencia cuadrilatero con vértices en vy = (—1,—1), v, =

(1,—-1), v = (1,1) y w3 = (—1,1). Las funciones de forma asociadas a cada uno de

estos vértices estan definidas por:

S0 ) = (1;5) (1;77) (e ) = (1J2r€) (1;7)
A+ 0+n) ., (=8 0+n)
@2 (&,m) = 5 50 P &n) = 5 5

La grafica de la funcion de forma ¢y’ (&, n) se muestra en la Figura 4.12 . Estas funciones

Figura 4.12: Funcion de forma asociada al vértice vg = (—1, —1)

. . . . . /\Uj _d - /\Uj .
de forma tienen la siguiente propiedad: ¢,”(v;) = 1 parai = j y ¢,”(v;) = 0 para
i # j7.Son funciones lineales en las aristas. Se anulan en las aristas que no comparten
el vértice v; y no se anulan en el interior del elemento.
Si la arista que une dos vértices consecutivos v; y vj;1 es denotado por a;, j =
0,1, 2,3, entonces las funciones de forma asociadas a cada arista estan definidas por:

a0 (A=A -1+ (1 —n)
O (&,m) = 5 5 5 5 P.(§)

@Zl(f,n) _ (1 —; 5) (1 ; 77) (1 _g 5) (1 _g U)Pn(n)

9522(6777) — (1 ;—5) (1 —577) (1 ; g) (1—577)Pn(_€)

Publicacion autorizada con fines académicos e investigativos

En su investigacion no olvide referenciar esta tesis




UNIVERSIDAD
CATOLICA
TESIS UCSM DE SANTA MARIA

REPOSITORIO DE

9523(5777) — (1 ; g) (1—577) (1 ; g) (1 ; W)Pn(_n)

donde n = 0,1,2,...,p — 2. Aqui el polinomio de Chebyshev P, se extiende a dos
dimensiones variando en una variable segiin el dominio adecuado.
En la Figura 4.13 se presenta la grafica de la primera funcion de forma ¢ (&, n)

paran =0y n=1.

ROROOOOTN
SR

Figura 4.13: Funciones de forma asociada a la arista ag

Estas funciones de forma se caracterizan por las siguientes propiedades: Se anulan
en todos los vértices y cada funcién ¢y’ restringida a la arista a; es cero para i # j,
y cada funcién @y’ restringida a la arista a; es un polinomio no nulo en P,,5(a;), con
n=0,1,2,...p— 2.

Las funciones de forma asociada a la cara del elemento cuadrilatero F estan dadas
por:

o e = S QLD EEOCEN p (6 ()

donde 0 < ny,ng < p—2.
En la Figura 4.14 se muestra la grafica de la funcion de forma gbflm (&,m) para
n1=O,n2:Oyn1:1,n2:1.

Estas funciones se anulan en todos los vértices y aristas del elemento F.

4.6.2. Base de funciones de forma en el espacio H'

Las funciones de aproximacion en el espacio H' cuidan la continuidad en las in-
terfaces de los elementos. Como una ilustraciéon se presenta las funciones base para
p=1,2y 3, y para elementos cuadrilateros.

En la Figura 4.15 se muestra las funciones base para p = 1.
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Figura 4.14: Funciones de forma asociada a la cara del elemento E para ny = ng =0
yng=ng =1

Figura 4.15: Funciones base en el espacio H* con p = 1

Para p = 2 también son base las funciones mostradas para p = 1, y que se incre-
mentan las siguientes funciones cuadraticas, que se muestran en la Figura 4.16.
Para p = 3 ademas de las funciones base en p = 1 y p = 2 son incrementadas

funciones cibicas. En la Figura 4.17 se ilustran algunas de estas funciones ctibicas.

4.6.3. Base de funciones de forma en el espacio Galerkin dis-

continuo
En Galerkin discontinuo no se exige continuidad entre las funciones base de dos o
mas elementos conectados, esto significa que sobre las interfaces no hay continuidad.

Como una ilustracion se presenta las funciones base para p = 1,2 y 3, y para elementos

cuadrilateros. En la Figura 4.18 se muestra las funciones base para p = 1.

Las funciones mostradas para p = 1 también son bases para p = 2. En la Figura
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Figura 4.16: Funciones base en el espacio H! con p = 2

4.19 se incrementan las siguientes funciones cuadraticas para p = 2.
Para p = 3 se consideran las mismas funciones que p =1 y p = 2. En la Figura 4.20

se incrementan algunas funciones cubicas.

4.7. Mobdulo Material.
Abstraccion de una Ecuacion Diferencial

El moédulo Material es el responsable por contener todos los métodos y datos rela-
cionados a las ecuaciones diferenciales. Contiene la clase abstracta para implementar
las ecuaciones diferenciales tanto estacionarias como transitorios. Sirve de clase base

para ecuaciones diferenciales parciales y ordinarias.

4.7.1. TPZMaterial

La clase TPZMaterial es definida para abstraer la idea de ecuacion diferencial (pue-
de ser ordinaria o parcial, sin embargo ella puede ser una ecuacion integro-diferencial).

Decir que es una clase abstracta significa que no pueden crearse objetos de este tipo,
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Figura 4.18: Funciones base en GD con p =1

porque es definida para agrupar los principales datos de la ecuacion diferencial y los

principales métodos que debe considerar, generalmente sin implementaciéon. La imple-
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Figura 4.19: Funciones base en GD con p = 2

mentaciéon de como debe funcionar cada uno de esos métodos deberéd ser escrito en
cada clase derivada (clase hija) dependiendo de sus caracteristicas y formula corres-
pondiente. Las clases derivadas se muestra en la Figura 4.21. En sus clases derivadas,
no puede dejar de implementarse la formulacion mateméatica correspondiente a la ecua-
cion diferencial, tanto en los elementos del interior del dominio cuanto en los elementos
que interceptan la frontera del dominio. Esa formulaciéon es conocida como formulacion
débil del problema en estudio.

Obviamente los métodos que implementan las formulaciones débiles tanto en el in-
terior del dominio y en la frontera, son los mas importantes en cada clase derivada,
y ellos son llamados Contribute(.) y ContributeBC(.), respectivamente. El problema
algebraico es asociado a los espacios de aproximacion y a la formulaciéon débil. Cual-

quier sistema de ecuaciones diferenciales puede ser implementado, como por ejemplo
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Figura 4.20: Algunas funciones base en GD con p = 3

l TPZMaterial

| TPZElasticity3D ’l TPZDiscontinuosGalerkin || TPZMatHybrid ‘ | ’

TPZLinearConvection

Figura 4.21: La clase TPZMaterial y algunas clases derivadas que tienen implemen-
tacion de las contribuciones para el uso de espacios de aproximacion de funciones
continuas.

las leyes de conservacion. En la biblioteca del NeoPZ existen ya implementadas di-
ferentes ecuaciones diferenciales parciales, como por ejemplo: para la ecuacion lineal
uni-, bi- y tri-dimensional, para la ecuacion lineal con conveccion, para la ecuacion de
la elasticidad, etc. Estas ecuaciones solo son resueltas con espacios de aproximacion de
funciones continuas.

Sin embargo, muchos problemas en ecuaciones diferenciales pueden presentar dis-
continuidades, dependiendo de sus parametros. Por esta razon, en el NeoPZ, existe

la clase TPZDiscontinuousGalerkin que es derivada de la TPZMaterial, tal como se
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muestra en la figura 4.22. En ella se implementan los métodos para el uso adecuado de
espacios de aproximacion de funciones discontinuas (el método Galerkin discontinuo).
En esta clase y sus derivadas ademas de los dos métodos de contribucion mencionados
anteriormente se debe implementar el método Contributelnterface(.). En este método
se debe implementar la formulacién débil de las integrales sobre las fronteras de los
elementos internos al dominio, que en el caso no son necesariamente continuas. Esto
no significa que solo funciona utilizando funciones discontinuas, también funciona uti-
lizando espacios de funciones continuas. En el NeoPZ ya estan implementadas mas de
15 clases derivadas del TPZDiscontinuousGalerkin, por tanto pueden ser resueltas con
el método de Galerkin discontinuo. Algunos ejemplos son: la ecuacion de Laplace, la
ecuacion de Poisson, la ecuaciéon del transporte, la ecuacion de Darcy, etc. La mayoria

de estas también pueden ser resueltas por el método mixto en elementos finitos.

TPZMaterial

l TPZDiscontinuosGalerkin ]

| TPZConservationLaw |TPZEuIerEquation| TPZMatLaplacian | ’l TConservationLaw

Figura 4.22: Algunas clases derivadas de TPZDiscontinuousGalerkin, que es la clase que
abstrae la idea de ecuacion diferencial parcial para el uso de espacios de aproximacion
de funciones continuas o discontinuas.

Para el caso de las ecuaciones diferenciales del interés en esta tesis, se implement6
una clase derivada llamada de TConservationLaw, para abstraer todas las caracteris-
ticas especiales en una ley de conservacion general. Por ejemplo, toda ecuacion ley de
conservacion tiene una funciéon flujo en su ecuaciéon y es importante destacar el ja-
cobiano de ese flujo. Por el hecho de querer utilizar algoritmos en elementos finitos
con funciones continuas y/o discontinuas, esta clase es derivada de TPZDiscontinuos-
Galerkin, por lo tanto para otras clases que pueden ser derivadas de ella se necesita

implementar los tres métodos de contribuciéon mencionados anteriormente.

Ley de conservacion

En esta clase madre, TConservationLaw, estan implementados todos los métodos

comunes para una ley de conservaciéon homogénea o no.
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A partir de ella, se han derivado dos clases: TConeLaw y TEulerLaw, para realizar
los experimentos computacionales para demostrar numericamente que el método pro-
puesto funciona, que es estable, robusto y alcanza soluciones aproximadas con hasta
menor error que los documentados en la literatura cientifica. Observar que esta cla-
se es para ecuaciones dependientes del tiempo y que seréan resueltas incrementando
un término de estabilizacion llamado difusividad implicita. Una clase para la ley de
conservacion estacionaria también existe, pero no es interesante para mostrar la esta-
bilidad del método, siendo que apenas utiliza las variables del espacio y no la variable
del tiempo.

A continuacién se presenta el arbol de leyes de conservacién especificos que se
derivan de la clase abstracta T'ConservationLaw, ver Figura 4.23. En cada clase de una

ley especifica se implementa la funcion flujo y su jacobiano correspondiente.

TPZMaterial

l TPZDiscontinuosGalerkin }

|
[ TConservationLaw

I TConeLaw ] I TEulerLaw ’ I TBurgerLaw

Figura 4.23: Clase abstracta para leyes de conservacion y las clases derivadas imple-
mentadas en el desarrollo de la presente tesis.
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Capitulo 5

hp -Adaptatividad en Elementos

Finitos

Al resolver numéricamente una ecuacion diferencial y obtener una soluciéon apro-
ximada, puede haberse utilizado un refinamiento que no es suficiente, o un orden de
los polinomios de aproximaciéon que es bajo o alto para el problema. Esto, porque
generalmente se tiene una cierta tolerancia y se resuelve numéricamente el problema
deseando alcanzar una precision menor a la tolerancia. Existen técnicas para mejorar
una solucion aproximada obtenida para atender la tolerancia requerida y entre las de
mayor suceso estan las técnicas de refinamiento h, p y hp.

El h-refinamiento consiste en la division de los elementos componentes de la malla
geométrica en elementos mas pequenos o en la reagrupacion de los elementos generando
un elemento mayor. El p-refinamiento consiste en la modificacién del orden polinomial,
p > 0, de los polinomios sobre los elementos finitos. El hp-refinamiento consiste en la
combinacion de los dos refinamientos para la misma malla.

La calidad de la aproximacion de una discretizacion en elementos finitos (FEM o
DGM), depende mucho del h-refinamiento y del p-refinamiento. Asi, para mejorar la
aproximacion de la soluciéon y alcanzar el nivel de error deseado, frecuentemente es
necesario realizar una combinaciéon 6ptima de los dos refinamientos. Implementar una
version hp-adaptativa no es una tarea facil. En la practica, determinar cuando utilizar
apropiadamente uno de los dos refinamientos o ambos requiere de bastante experiencia.

En este contexto, se entiende por adaptatividad, como el uso adecuado de los re-

cursos computacionales procurando reducir la dimensién del modelo matematico dis-
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cretizado para obtener la tolerancia exigida modificando los parametros h y p.

5.1. Reconstruccion del gradiente de una solucién apro-
ximada

Al resolver numéricamente la ley de conservacion (2.2), (2.3) y (2.4), utilizando el
método propuesto, se obtiene la solucién aproximada denotada por uy(t,x). Observar
que la solucién exacta no es conocida en los problemas practicos, por lo tanto, no se
puede calcular el error de la aproximacion de la soluciéon aproximada wuy(t,x) con la
solucion exacta u(t, x).

En el caso de leyes de conservacion es un conocimiento consolidado, que para repre-
sentar una soluciéon con gradiente alto en alguna regiéon del dominio, se obtiene mejor
aproximacion si se utiliza el menor orden de aproximaciéon de los polinomios y el ta-
mano de los elementos debe ser el menor posible. Para la presente tesis, se pretende
identificar en qué elementos finitos la solucién aproximada tiene los mayores gradientes
y entonces refinar estos elementos en elementos de menor tamano. Ademés de eso, el
orden de aproximaciéon de los polinomios en esos elementos refinados deben ser dismi-
nuidos a fin de evitar oscilaciones espurias (ficticias), que muy probablemente haran
inestable el esquema numérico que se esté utilizando. Ciertamente que al refinar en ele-
mentos menores, el nimero de grados de libertad crescera (y puede ser mucho), lo que
lleva a un costo computacional alto para resolver sistemas lineales cada vez mayores.
Por lo tanto, es necesario también trabajar otro aspecto.

El segundo aspecto, se puede considerar como si fuera la situacién contraria, esto
significa que en el caso de identificar que sobre algunos elementos finitos la soluciéon es
muy suave (gradiente muy bajos), entonces se puede realizar el proceso contrario. Es
decir, los elementos en esa region con gradiente pequeno se pueden engrosar creando
elementos finitos mayores (lo que disminuye el namero de grados de libertad). Ademas,
como los gradientes son pequenios se puede utilizar grados mayores de los polinomios
de aproximacion en esos elementos.

En resumen, se identifica donde la soluciéon aproximada tiene los mayores o menores
gradientes y alli se aplica un hp-refinamiento. Como puede verse, el refinamiento h y

el p tienen el mismo sentido: cuando se hace mas fino el elemento finito (menor) se
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disminuye el orden del polinomio de aproximacion, y cuando se hace mayor el elemento
finito (engrosar) se aumenta el orden del polinomio de aproximacion. Por lo tanto, el
objetivo para esta seccion es tener la mejor informacién del gradiente de la solucion
aproximada y dependiendo de su magnitud aplicar una estrategia de refinamiento.

Considerando que la solucion aproximada es una expansion finita de funciones,

n—1
Up = E Up,; Pi-
=0

se puede considerar una aproximacién de su gradiente Vu;, como resultado de las
derivadas de las funciones ¢;, esto es

n—1

Vuy, = Zuhngoi.
i=0

Sin embargo, es conocido en la literatura cientifica que es muy pobre esa aproxima-
cion del gradiente. Por ejemplo, si la funcion esta aproximada por polinomios lineales
en un elemento finito, sus derivadas son funciones constantes sobre ese elemento fi-
nito. Asi, dependiendo del tamanho de los elementos finitos (grandes), se tendra una
aproximacion muy pobre del gradiente de la solucién aproximada. Se precisa de otras
alternativas para determinar la magnitud de los gradientes de la solucién aproximada.

Una segunda alternativa. Para determinar una aproximacion del gradiente de la
solucion aproximada Vuy, (por ejemplo en los centros de masa de cada elemento finito),
se puede aplicar la expansion de Taylor de u;, en el centro de masa de cada elemento
finito. Asi, se consigue otra aproximacion del gradiente en el centro de masa de cada
elemento finito a partir de los valores de uy en el centro de masa de todos sus elementos
finitos vecinos. Esta segunda aproximacion del gradiente se denomina: reconstruccion
del gradiente de uy, y ese gradiente reconstruido indirectamente se denota por Vuy,.
Como este gradiente reconstruido debe ser calculado en cada elemento finito, se precisa
de un proceso de célculo suficientemente barato para que el costo computacional no sea
grande cuando la malla tenga un nimero elevado de elementos finitos. Por esta razon
se optou por escoger realizar la reconstruccion del gradiente utilizando el método de
minimos cuadrados, porque este método es una simple multiplicacién de uma matriz

con su transpuesta.
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Con lo descrito, la estrategia asumida para tener informaciéon de la presencia de

altos gradientes en una soluciéon aproximada uy es la siguiente:

= Para cada elemento finito F, se determina su centro de masa y se construye una

lista de todos los elementos finitos vecinos a E' y sus respectivos centros de masa.

= En el centro de masa de E se aplica la expansion de Taylor a partir de los valores

de uy, sobre el centro de masa de todos los elementos finitos vecinos de E.

= Aplicando la férmula de la expansién de Taylor para el centro de masa de cada
elemento vecino, se tiene un sistema de ecuaciones lineales. Este sistema de escribe

en forma matricial.

= Observar que el vector gradiente reconstruido tiene tantas entradas como la di-
mension del problema (1 si es uni-dimensional, 2 si es bi-dimensional, 3 si es
tri-dimensional). Sin embargo el niimero de elementos vecinos es siempre mayor
(si es uni-dimensional el minimo de vecinos es 2, si es bi-dimensional es 3, si es
tri-dimensional el minimo es 4). Por lo tanto, es un sistema sobre dimensionado

y seré resuelto utilizando el método de los minimos cuadrados.

= Al aplicar el método de elementos finitos se utiliza una matriz de pesos que
considera la inversa de la distancia del centro de un vecino al centro de E. Esto
procura dar mayor peso a los valores desde los centros mas proximos y menos peso
a los valores sobre los centros de los elementos vecinos mas alejados (la formula

de Taylor que es mas precisa para puntos en el entorno del punto de aplicacion).

» El vector resultante se asume como el gradiente reconstruido Vuy, para el elemento

E.

Observar, que ademés de la informacion del gradiente reconstruido Vuy, para aplicar
alguna estrategia de refinamiento, se tiene la aproximacion del gradiente Vuy a partir
de las funciones ;. Teniendo esas dos informaciones para cada centro de masa de todos
los elementos, se puede analizar la aproximacion entre esos dos vectores. Es natural que
si la solucién aproximada uy, esta convergiendo a la solucion del problema, su gradiente
también esté. En el caso, las dos aproximaciones del gradiente Vu, v Vus, deben ser

proximas. Con esta idea, se puede estimar un error para la solucién aproximada wuy,
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utilizando de forma indirecta, por ejemplo, dos criterios. El primer criterio considera
la diferencia de las normas de los vectores gradientes, ||Vuy| — ||Vus||| El segundo
criterio es verificar el angulo entre esos dos vectores, porque el gradiente deberia estar
orientado en la direcciéon de la mayor variacion de la solucién, entonces estard mas
aproximado cuanto mas préximo de zero sea el angulo entre los vectores.

El esquema de reconstruccion del gradiente por minimos cuadrados implementado
y descrito en este capitulo, es validado con un experimento numérico de un modelo
estacionario que considera una funcion con alto gradiente (arco tangente). Después de
validado se utiliza en los experimentos numéricos expuestos en el siguiente capitulo que

muestran la estabilidad y convergencia del método propuesto en la tesis.

5.2. Descripcion del calculo del gradiente reconstrui-

do

Sea u : R — R una funcién definida sobre un dominio 2 € R%. Sea M, una malla
de elementos finitos que discretiza el dominio €.
Sea x € () el centro de masa de un elemento finito £ € Mg. Aplicando la formula

de Taylor en el centro de masa se tiene

(y i X)a o
u(y) = u(x) + (y —x)- Vu+ Y S Vu(x) (5.1)
|o]>2
Utilizando la expansion de Taylor, se determina una funcion lineal (linearizando)

proxima a la funcion u en el ponto x, que se denota por @ y que se representa por
w(y) =u(x)+v-(y —x) Yy € Q. (5.2)

Se observa que el gradiente de la funcion linealizada es Vi = v, para x fijo. Si
los y estan suficientemente proximos al x y bajo condiciones suficientes de regularidad
se tiene 4(y) = u(y). Entonces, para esos puntos proximos el gradiente de la funcion
u puede ser aproximado con el gradiente de su linealizaciéon. Si la malla Mg es sufi-

cientemente refinada, podemos considerar los centros de elementos geométricos vecinos

Publicacion autorizada con fines académicos e investigativos

En su investigacion no olvide referenciar esta tesis




UNIVERSIDAD

REPOSITORIO DE CATOLICA

TESIS UCSM @  DE SANTA MARIA

Figura 5.1: A la izquierda, detalle de un elemento en el interior del dominio con su centro
de masa y los centros de masa de sus vecinos. A la derecha un elemento conectado a
la frontera del dominio con su centro de masa y los centros de masa de sus vecinos.

suficientemente proximos. Entonces,

u(y) 2 u(x) +v- (y —x) (5.3)

para cualquier y suficientemente préoximo de x.

Observar el ejemplo en la Figura 5.1. La figura a la izquierda presenta un elemento
E € Mg incluido en el interior del dominio 2. E tiene 10 elementos vecinos, através de
sus 9 lados. La x representa el centro del elemento £ y los y; representan el centro del
elemento vecino i—ésimo. La segunda figura representa un elemento £ N €2 # ¢, con
9 elementos vecinos. Los puntos y1, Y2, ¥s V Y9 son centros de masa de los elementos
frontera unidimensionales (con condiciones frontera). También x representa el centro
de masa del elemento E. Las regiones sombreadas son aproximadamente las areas de
influencia para el calculo del gradiente reconstruido.

Sea E € Mg un elemento de la malla. Se identifican todos los elementos vecinos de
E por cualquiera de sus lados. Conforme lo expuesto en la geometria, cada vértice del
elemento F es un lado de dimensién cero. Si existen m vecinos de E, agrupamos todos
en el conjunto de los vecinos de E, Vg = {F EMg/FNE=s N s¢€ SE}, donde S¥
denota al conjunto de lados deF. Numéricamente, en cada elemento E de la malla,
se recorre cada lado s de F procurando por los elementos vecinos con ese lado comun
(conectividad del par (F,s)), es decir, conectados a E por el lado s, y los agrupamos
en una lista de punteros de elementos vecinos a FE, sin repeticion.

Es importante resaltar que por la construccion realizada de las mallas en el NeoPZ,
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Figura 5.2: Detalle de la construccion de los elementos internos y de frontera en una
malla bi-dimensional. Los elementos son denotados por E y estan enumerados.

los elementos conectados en la frontera del dominio, siempre tienen elementos vecinos
de codimension 1 sobre la frontera del dominio. Observar en la Figura 5.1, del lado
derecho. Por ejemplo, el punto yg es el centro de masa del elemento unidimensional
sobre la frontera. Esto significa que existe un elemento finito unidimensional en el
segmento horizontal inferior, que es frontera del elemento F y también frontera del
dominio. En esos elementos sobre las fronteras que se aplica las condiciones de frontera
del modelo que se desea estudiar. Se expone una visualizacién de la construccion de la
malla, para un caso bi-dimensional, en la Figura 5.2.

Aplicando la Ecuacién (5.3) a los m centros de masa de los elementos vecinos de F,
tenemos un sistema de ecuaciones lineales a resolver con m ecuaciones y d incognitas
(nimero de componentes de v). Para el caso uni-dimensional tenemos d = 1, observar
que todo elemento uni-dimensional de la malla tendra por lo menos dos vecinos (peor
caso, serfan los puntos en la frontera del dominio, m > 2). Para el caso bi-dimensional,
d = 2, cada elemento bi-dimensional de la malla tendra por lo menos 3 vecinos (cuando
son tridngulos), entonces m > 3. Para el caso tri-dimensional, d = 3, el tetraedro tiene
4 vecinos de codimension 1, el tetraedro es el elemento finito con el menor niimero de
vecinos en tres dimensiones, m > 4. Por lo tanto, para todas las dimensiones se tiene

m > d, lo que es un sistema sobre-dimensionado.
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y1—x u(y1) — u(x)
y2—x | u(yz) — u(x)

Y~ X | ulym) — u(x)

que sera representado por

Para obtener una solucién tnica proyectamos el sistema para el espacio de dimension

d utilizando el método de los minimos cuadrados. Asi, resolvemos el sistema
H'Hv' = H'U.

y este sistema es de orden igual a la dimension del dominio. Es facil demostrar que existe
una solucién tnica, como consecuencia de que los elementos finitos no tienen medida
nula. La solucion que obtenemos es el gradiente de la funcién linealizada Vu = v.

Por otro lado, considerando que podemos refinar unos elementos y otros no, sig-
nifica que podemos tener algunos elementos vecinos muy pequenos y otros mayores,
asi, los centros de masa pueden estar mas cercanos al centro de masa x de un ele-
mento F y otros estar mas alejados. Observe la Figura 5.3, donde después de varios
h-refinamientos los centros de masa ys y yg estan mas cercanos al centro de masa x. El
centro de masa y; estd un poco mas alejado al x. Los centros y3 y ys estan mucho mas
alejados comparados con los anteriormente mencionados y por tltimo el centro y,4 es
el mas alejado del centro x. Ciertamente, al utilizar como base de la reconstruccion del
gradiente, la formula de Taylor, los centros de masa de los vecinos y, obtendran mejor
aproximacion a la férmula cuanto més cercanos estén del centro de masa en estudio, de
x. Esto hace necesario realizar un ajuste en el calculo del sistema sobre dimensionado,
ponderando la influencia de los calculos desde los centros de masa dependiendo de su
distancia al centro x.

El peso adecuado para ponderar cada ecuaciéon lineal, desde cada centro vecino,

es la inversa de la distancia dist(y — x). Construimos entonces una matriz diagonal
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Figura 5.3: Detalle de elementos vecinos mas refinados, con su centro de masas mas
cercano a X y otros vecinos mayores con centros de masa més alejados.

formada por las inversas de esas distancias, que denotaremos por

dist(y; — x) 0 0 ... 4 0
~Y. 0 dist(y2 —x) 0 .. 0 0
0 0 0 0 dist(ym —x)

Por lo tanto la ecuacién matricial toma la formas:

WHv = WU.

Nuevamente el sistema sobre dimensionado lo proyectamos para el espacio de dimension
d utilizando el método de los minimos cuadrados, multiplicando por la transpuesta de
la matriz (W H), esto es, por (WH)! = H'W' = H'W.

Asi, realizando manipulaciones algebraicas:

(WH) (WH)W' = (WH)'WU

H'WYWH)V' = HW'WU
H'W?Hv' = H'W?U.

La solucién obtenida seré considerada como el gradiente reconstruido Vu = v.
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En la siguiente seccion se utiliza un modelo estacionario para aplicar el método de

reconstruccion del gradiente por minimos cuadrados y validar su eficacia.

5.3. Validando la reconstruccién propuesta

Se considera un modelo estacionario bidimensional, con la funcion u(x) definida

sobre el dominio 2 = [0,1] x [0, 1] C R?,
u(x) = u(z,y) = 8x(z — y(y — 1) [1 + % arctan [24/¢ w(x, y)]]

w@wy) = ()= =9 - 6-1)’)
donde la constante positiva es e = 103.

El vector gradiente de la funcion es

ou Ou
= (%’ a—y)

donde
g—; e %(23: — Dy(y—1) |:7T + 2arctan [2v/ w(z,y)] — %]
% - %(Z?J — Daz(x—1) [w + 2arctan [2v/e w(z,y)] — %}
El dominio es un cuadrado de centro C' = (%7 %) En el argumento del arctan

aparece el numero r = 0,25, por tanto la funcion u(x) tendra un fuerte gradiente sobre
la circunferencia C de centro C'y radio r.

Siendo u(z, y) una funciéon conocida, vemos que el vector gradiente apuntaré siempre

en la direccion del vector que une el punto (z,y) al ponto (1,31). Esto es, el vector

gradiente es muy proximo al vector

Para validar la implementacion del método gradiente reconstruido por minimos

cuadrados utilizamos diversas mallas del dominio €2, considerando sobre cada elemento
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Figura 5.4: Mallas uniformes iniciales de elementos cuadrilateros y triangulos.

/

i

Figura 5.5: Mallas iniciales no uniformes de cuadrilateros y triangulos.

geométrico de las mallas la integral de la solucién exacta. La funcién obtenida por
las integrales al aplicar el método de Galerkin discontinuo es considerada como la
soluciéon aproximada. Se aplica ahora, el método de reconstruccion de gradientes para
una malla regular la cual es refinada en cada iteraciéon en los elementos proximos a
la circunferencia de centro C' y radio r. Inicialmente es utilizada una malla regular de
cuadrilateros y posteriormente una regular de elementos triangulares, que se muestra
en la Figura 5.3. Por ultimo, se gener6 una malla no regular de cuadrilateros y otra
no regular de tridngulos, mostrada en la Figura 5.5. Los resultados son muy similares.
Se presentan los graficos de los errores para el caso de mallas regulares y no regulares,
tanto para el caso de elementos cuadrilateros cuanto de elementos triangulares.

A partir de las mallas iniciales realizamos dos tipos de refinamientos en las mallas
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Figura 5.6: Mallas refinadas uniformemente hasta el nivel 4, a partir de las 4 mallas
iniciales.
iterando hasta obtener 4 niveles de refinamiento. El primer tipo es un refinamiento
uniforme y el segundo tipo es un refinamiento localizado en los elementos proximos de
la circunferencia C. En la Figura 5.6, se presentan las mallas obtenidas desde las mallas
iniciales refinadas uniformemente hasta el nivel 4.

En la Figura 5.7, presentamos las mallas refinadas hasta el nivel 4 en los elementos

proximos a la circunferencia C.
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Figura 5.7: Mallas refinadas en los elementos proximos a la circunferencia C hasta el

nivel 4 de refinamiento.

Para mostrar que el esquema implementado es ttil para nuestros objetivos, necesi-
tamos ver si los gradientes reconstruidos convergen cuando el refinamento es mayor. El
cuadro de los errores del gradiente reconstruido para mallas uniformes y refinamiento
uniforme, se presenta en el Cuadro 5.1 , y su gréafica correspondiente se presenta en la
Figura 5.8. Para ilustrar también se presentan los errores obtenidos para el refinamento
no uniforme (localizado) en las diferentes mallas en la Figura 5.10.

En la Figura 5.9, se presenta también los errores para el caso de las mallas iniciales
no uniformes y en las cuales se aplica refinamiento uniforme. La convergencia parece
cuadratica, pero solo parece, observar que los valores de h utilizados son una media de
todos los elementos de la malla, dado que es una malla no regular.

La tasa de convergencia aparece exponencial para el caso de refinamiento no unifor-

me pues hemos utilizado la técnica de refinamiento hp-adaptativa, esto por que estamos
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| h | Erro - Quadrilateros | h | Erro - Triangulos |
0.25 0.313131 0.25 0.342316
0.125 0.148688 0.125 0.095682
0.0625 0.04605 0.0625 0.033343
0.03125 0.0126856 0.03125 0.00831309
0.015625 0.00223861 0.015625 0.00153148
0.0078125 0.000313903 0.0078125 0.000265754

Cuadro 5.1: El Cuadro contiene los errores, en la seminorma H!, del gradiente recons-
truido para refinamiento uniforme y mallas uniformes.

h

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.05 0.10 0.15

Figura 5.8: Graficas de los errores en la seminorma H'® para las normas de los gradientes
reconstruidos para el caso de refinamientos uniformes.

e N S L T B h
0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.01 0.02 0.03 0.04

Figura 5.9: Para las mallas no regulares y con refinamiento uniforme (h medio). El
primer grafico corresponde a la malla de cuadrilateros y el segundo para triangulos.
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Figura 5.10: Graficas de los errores en la seminorma H' (Log x Log) para las normas
de los gradientes reconstruidos para el caso de refinamientos no uniformes, y para las
mallas regulares (arriba) y no regulares (abajo).

utilizando el nimero de elementos para los valores de los errores. Ahora, cuando ge-
neramos los gréaficos de los errores de refinamiento uniforme tenemos una convergencia
lineal, lo mismo esta ocurriendo en el caso de refinamiento no uniforme, pues el tamano
de los elementos menores en ambos casos es el mismo.

En la Figura 5.10, se presentan las graficas de los errores en la seminorma H'
para las normas de los gradientes reconstruidos utilizando refinamientos no uniformes
y refinando los elementos proximos a la circunferencia C. Las curvas son del tipo Log x
Log, es decir, relacionan el logaritmo del namero de grados de libertad con el logaritmo
de error calculado. Dado que se esta utilizando h-adaptatividad se presenta una curva
con convergencia exponencial para todos los casos. Los dos primeros corresponden a las
mallas regulares de cuadrilateros y triangulos, y los dos tltimos a las mallas oriundas
de las mallas iniciales no regulares.

Para comparar los resultados, se realiza una traslacion del origen al punto (%, %) y
a partir de esa traslacion consideramos como variable de las abscisas la distancia del
centro de cada elemento al nuevo origen (radio). Para cada radio correspondiente a
cada centro calculamos tres valores escalares: la norma del gradiente reconstruido, el
producto escalar del gradiente reconstruido por el vector v unitario desde el origen al
centro de cada elemento, y por tltimo el producto escalar del gradiente reconstruido
por el vector normal a v.

Los resultados esperados para el primer caso, es una curva con el maximo valor en
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Figura 5.11: Grafico comparativo de las normas de los gradientes reconstruidos, nivel
3(azul), 4(rojo) y 5(verde), con la norma del gradiente exacto (violeta). Cuadrilateros
y tridngulos en ese orden.

r = 0,25. En el segundo caso esperamos valores negativos, pues el producto escalar sera
de vectores con direcciéon contraria y que tendra su maximo valor también en r = 0,25.
En el tercer caso, esperamos valores proximos de cero, pues el gradiente y el vector
ortogonal a v debera ser casi ortogonales.

En la Figura 5.11, se presenta el grafico comparativo de las normas de los gradientes
reconstruidos para una malla refinada de nivel 3, 4 y 5, con el valor de la norma del
gradiente exacto, sobre cada valor del radio del centro de cada elemento desde el punto
(0,5,0,5). El primer grafico corresponde a la utilizacion de elementos cuadrilateros y el
segundo para elementos triangulares.

En la Figura 5.12 se presenta el grafico comparativo del producto escalar de gra-
diente reconstruido por el vector v, para una malla refinada de nivel 3, 4 y 5, con
el valor del producto escalar del gradiente exacto por el vector v de cada centro del
elemento. El primer grafico corresponde a la utilizacién de elementos cuadrilateros y el
segundo para elementos triangulares.

Por 1ltimo, en la Figura 5.13 se presenta el grafico comparativo del produto escalar
del gradiente reconstruido por el vector ortogonal a v, para una malla refinada de nivel
3,4y 5, con el valor del produto escalar del gradiente exacto por el vector ortogonal a v
de cada centro del elemento. El primer grafico corresponde a la utilizacion de elementos

cuadrilateros y el segundo para elementos triangulares.

5.4. Sobre la estrategia hp-auto-adaptativa

Habiendo verificado la eficacia de la reconstruccion del gradiente por el método de

los minimos cuadrados, se define en la presente seccion, una estrategia para refinamiento
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Figura 5.12: Grafico comparativo del producto escalar del gradiente reconstruido por
el vector v. Niveles 3, 4 y 5. Cuadrilateros y triangulos.
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Figura 5.13: Grafico comparativo del produto escalar del gradiente reconstruido por el
vector ortogonal a v. Niveles 3, 4 y 5. Cuadrilateros y triangulos.

hp automatico, en el cual se pueda cambiar el método numérico y refinar las mallas
tanto en h y/o p simultaneamente, a partir de las informaciones de los vectores de
gradiente reconstruidos comparados con los vectores de los gradientes aproximados.
Dado un modelo matematico en ecuaciones diferenciales parciales, se representa por
u sobre el dominio €2 a una funcién que satisface el modelo y es llamada soluciéon del
modelo (conocida o desconocida). El gradiente de esta funcion (si existe) es denotada
por Vu. Por lo expuesto en las secciones anteriores, obteniendo la formulacion débil del
modelo, se puede resolver numéricamente utilizando algoritmos de elementos finitos con
espacios de aproximacion de funciones continuas o discontinuas. Se denota por ¢;(x) a
las funciones de una base del espacio finito dimensional de funciones aproximantes. En

cualquiera de los casos, se obtiene una soluciéon aproximada representada por

n—1
7
Up = E UpPi
=0

y definida sobre todo el dominio del modelo. También, utilizando los gradientes de las
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Figura 5.14: A la izquierda, detalle de la solucién uy. A la derecha detalle del gradiente
de la solucion aproximada Vuy,.

funciones base, se calcula el gradiente de esta funcion aproximada

n—1
Vu, = Z ut V5.
=0

En la Figura 5.14, esta un esbozo de la solucién aproximada y de su gradiente en
el punto x, que es obtenido a partir de la aplicacion de algoritmos en elementos finitos
que utilizan espacios de aproximacion de funciones continuas o discontinuas.

Aunque se obtenga una solucion wuy, suficientemente aproximada de la funcion wu,
generalmente el gradiente de esta funcién aproximada no lo estara del gradiente de la
funcion Vu. Por esa razon, si se quisiera analizar por ejemplo, cual es la grandeza del
gradiente de la funcién aproximada para determinar cuan inclinada es la solucién, es
adecuado utilizar otra informacion relacionada al gradiente y comparar con el obtenido.
Si por ejemplo, la norma de este vector indica que la inclinacién es superior a 76°, lo que
sugiere pasar del método H'-conforme para el uso del método Galerkin discontinuo,
es mejor tener otra informacion similar que nos confirme en parte la existencia de esa
fuerte inclinacion.

Esa segunda informacion sera tomada de la exposicion realizada en la seccion an-
terior. En ella se ha decidido por reconstruir el gradiente a partir de los valores de
la solucién aproximada en los elementos vecinos conectados a un elemento en estudio.
Considerando que fue aplicada la reconstruccion del gradiente utilizando el método de
los minimos cuadrados obteniéndose V1, llamada gradiente reconstruido.

En la Figura 5.15, al lado izquierdo se ha disenado un esbozo de la funcion li-

nealizada considerando el punto x fijo. En la figura del lado derecho esta el vector del
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Figura 5.15: A la izquierda, detalle de la funcién linealizada desde los centros de masa
de los vecinos . A la derecha detalle del gradiente reconstruido Va con los valores de
la linealizacion.

gradiente reconstruido utilizando el método de los minimos cuadrados, basado en el uso
de los valores de la funciéon aproximante wuj, sobre cada centro de masa de los elementos
vecinos al elemento F.

Asi tenemos en el centro de masa de cada elemento E de la malla, dos vectores
aproximados al gradiente de la funcion u, gradiente de la solucion aproximada y gra-
diente reconstruido. Estos dos vectores pueden ser comparados de diversas maneras
para determinar si es necesario aplicar alguna técnica de adaptatividad y realizar una
nueva resolucién numérica para obtener una soluciéon mejor aproximada.

En la Figura 5.16, se observan las dos aproximaciones al vector gradiente Vu. De
alli se pueden obtener las siguientes medidas, las normas de los vectores obtenidos, la
diferencia entre esas normas y la medida del angulo que forman los dos vectores. Con
estas cuatro medidas se define una estrategia de adaptatividad numérica (utilizacion
del método de aproximacion), h-adaptatividad y p-adaptatividad.

A continuacion se construye la estrategia adaptativa definida para ser aplicada en
cada elemento de la malla.

Se consideran tres items de medidas para determinar una buena reconstruccion:

» Calcular las normas de los vectores de las aproximaciones al gradiente, es decir
|Vug|l v ||Val||. Esas normas indicaran si hay la posibilidad de existir un gradien-
te grande de la funciéon u, lo que puede indicar también un posible surgimiento
de alguna singularidad. Asi se recomendara aplicar el método de Galerkin discon-
tinuo ademas de refinar el entorno del elemento con probable gradiente superior
a m. El valor de m = 6 indica una inclinaciéon superior a 80°. Este tltimo valor

se ha mostrado bastante adecuado para servir de indicador de la necesidad de

Publicacion autorizada con fines académicos e investigativos

En su investigacion no olvide referenciar esta tesis




UNIVERSIDAD

REPOSITORIO DE CATOLICA

TESIS UCSM DE SANTA MARIA

Figura 5.16: Se presentan los dos vectores que aproximan al gradiente de la funciéon u,
es decir, el vector del gradiente aproximado Vuy, y el vector gradiente reconstruido V.

cambiar de método numeérico para una nueva resolucion (caso de modelos esta-
cionarios), o para la resolucion en los proximos pasos de la simulacion (caso de
modelo transitorio). El valor de m = 4 indica una inclinacion superior a 76° y
puede ser ttil dependiendo del conocimiento del usuario del método adaptativo

propuesto.

» Calcular la diferencia de las normas de los vectores |||Vuy| — ||Val|| se considera
como la grandeza de un estimador de error. Cuanto mayor sea esa diferencia signi-
fica que la aproximacion debe ser pobre y es necesario mejorar con h-refinamiento
(elementos menores) y/o p-refinamiento disminuyendo el orden de los polinomios

base.

= Determinar el angulo entre los dos vectores. Si los vectores gradientes estén apun-
tando para direcciones muy diferentes, significa que la aproximacion debe ser

pobre. Para una buena aproximacion se espera un angulo Z(Vuy,, Vi) = 0.

Se asume que la medida del angulo (tercera medida) entre los vectores gradientes
aproximados es prioritaria, porque los vectores gradientes deben apuntar en la direccion
de la mayor variacion, luego ambos deberian formar un angulo casi nulo.

La segunda medida indica que las inclinaciones de ambos vectores es muy diferente.
Con los valores de la primera y segunda medidas se define la estrategia para aplicar

hp-adaptatividad.
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La primera medida sera utilizada para determinar una posible region donde puede
aparecer singularidades (un gradiente grande detectado por los dos gradientes infor-
ma la posibilidad que puede continuar aumentando, surgiendo una singularidad), esto
significa que es adecuado el uso de funciones discontinuas para representar la solucion
aproximada, evitando en parte el surgimiento de oscilaciones en las funciones continuas
para adecuarse al fuerte gradiente o salto. Esto es adaptar el espacio de aproximacion,
por lo tanto cambiar el método numérico entre la formulacién H'-conforme y la for-
mulacién Galerkin discontinuo (multi-numérico).

La estrategia propuesta es validada en el proximo capitulo con el uso en la simulaciéon
numérica de dos leyes de conservacion. La primera un cono rodando alrededor del centro
de un cuadrado. La segunda son las ecuaciones de Euler para un canal en el que corre un
fluido de forma constante y en un segundo momento entra por la pared de la derecha
otro fluido con densidad y velocidades diferentes, generando un choque oblicuo que

tiende a un estado estacionario.

5.5. Descripcion de la estrategia hp-adaptativa auto-
matica

Resumiendo lo expuesto en las anteriores secciones, se describe la estrategia multi-
numérica y hp-auto-adaptativa propuesta. Para esto se define los siguientes conceptos

sobre adaptatividad a ser aplicada sobre cada elemento finito:

» hT-refinamiento (h™-refine): cuando se subdivide un elemento finito en elementos
menores (elementos hijos), se dice que se esté realizando un aumento de nivel de

h-refinamiento.

» h~-refinamiento (h~-refine): cuando se engrosa varios elementos finitos (elementos
hijos) pasando para un elemento mayor (elemento padre), se dice que se esta

realizando una disminucion de nivel de h-refinamiento.

» pt-refinamiento (p*-refine): cuando se aumenta el orden de los polinomios base en

un elemento finito, se dice que se esté realizando un incremento de p-refinamiento.

» p_-refinamiento (p~-refine): cuando se disminuye el orden de los polinomios ba-
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se en un elemento finito, se dice que se esta realizando un decremento de p-

refinamiento.

El algoritmo del método propuesto implementa el método de Rothe utilizando las
herramientas computacionales de la biblioteca NeoPZ y las implementadas en la pre-
sente tesis por el autor. El algoritmo se ejecuta para resolver un modelo matemético
del tipo ley de conservacion con condiciones frontera y condicion inicial que determinen
un problema bien puesto.

En la primera actividad del algoritmo se realiza la lectura de los datos necesarios
para construir la malla del dominio del modelo y los polinomios base para los espacios
de aproximacion locales en cada elemento finito.

La segunda actividad es la lectura de los datos definidos por el usuario para definir
el orden del esquema Runge-Kutta, los coeficientes CFL y del término difusivo, los
tiempo inicial y final del dominio en la variable tiempo, y todos los valores necesarios
para la hp-adaptatividad. Estos valores para la hp-adaptatividad automética son los
valores limite para reconocer cuando las medidas medida2 y medida3 son pequenos,
medios o grandes. La medida3 solo considera dos intervalos de valores, por lo tanto
debe definirse un tnico valor limite SmallCosLimit (sera denotado por SC), este valor
indica hasta que valor de coseno se considera el angulo pequeno, por lo tanto debe ser

proximo de 1 pero menor:
s Si SmallCosLimit < medida3 < 1 el angulo es considerado pequeno.

s Si—1 < medida3 < SmallCosLimit el angulo es considerado grande y necesita

aplicar refinamiento.

La medida?2 considera tres intervalos de valores por lo que se necesita dos valores limi-
te: SmallDif fGrad, MediumDif fGrad y los intervalos son definidos de la siguiente

manera:

» Si 0 < medida2 < SmallDif fGrad significa que los vectores tienen modulos

muy proximos.

» Si SmallDif fGrad < medida2 < MediumD: f fGrad representa que la diferen-

cia de tamano de los vectores es préoxima pero no pequena.
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s Si MediumDif fGrad < medida2 representa que existe una pésima aproximacion

y debe aplicarse el mayor refinamiento posible, en h y p.

El valor SmallDif fGrad serda denotado por SG y el valor MediumDif fGrad sera
denotado por MG.

La tercera actividad, inicia un proceso iterativo a partir del tiempo inicial, deter-
minando el paso de tiempo adecuado (por la condicion CFL) hasta alcanzar el tiempo
final solicitado.

En la primera iteracion (siempre al comienzo) se ha definido el uso de la formulacion
débil H'-conforme (por su bajo costo computacional).

En cada paso de tiempo se aplica:

= Una formulaciéon débil para obtener una solucién aproximada wu;, y consecuen-
temente un gradiente aproximado Vuy, conforme lo especificado en la seccion

anterior.

= La técnica de la reconstruccion de un gradiente por minimos cuadrados obtenien-

do V.
= Para cada elemento finito se calcula las tres medidas con los dos gradientes cal-
culados numéricamente:

a. Calculo de ||Vuy|| v || V@]l y se determina

1 si ||Vuyll > m Val|l) >m
— IVunl) > [Vl

0. en cualquier otro caso

b. Célculo de medida2 = |||Vu| — ||Val||

c. Célculo de medida3 = cos (£ (Vup, Va)).

= Con esas medidas se aplica el Cuadro (5.2) que define la estrategia multi-numeérica

y hp-auto-adaptativa.
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Cuadro 5.2: hp-auto-adaptatividad numérica sobre las tres medidas

Condicién Accién 1 Accién 2 Accion 3
Habilita
1_
medidal = 0 H'-conforme

para la préoxima
iteracion.

Habilita Galerkin
discontinuo (GD)

medidal = 1 £ ht-refine p~-refine
para la préoxima
iteracion.
SC < medida3 <1y o e
0 < medida2 < SG h™-refine pT-refine
SC < medida3 <1y " |
SG < medida2 < MG %
SC < medida3 <1y =
MG < medida2 L, il
—1< ) <
1 < medida3d < SC'y NI T

0 < medida2 < SG

Si p es el mayor,
ht-refine hacer p~-refine,
caso contrario no hace nada

—1 < medida3 < SC'y
SG < medida2 < MG

—1 < medida3 < SC'y

= -
MG < medida2 h*-refine p-refine
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Capitulo 6

Validacion numérica del método

propuesto

En el presente capitulo se presentan dos modelos matematicos que envuelven dos
leyes de conservacion. La ley de conservacion en la seccion (2.5.2) que es una ecuacion
diferencial parcial con coeficientes variables, y la ley de conservacion de Euler en la
seccion (2.5.1) con un problema de choque que tiene fuertes discontinuidades. En ambos
modelos se ha aplicado el método propuesto y se ha obtenido resultados bastante
estables, robustos y eficientes, lo que valida el método propuesto.

En ambos modelos se inicia con el uso de los espacios de aproximacion de funciones
continuas (se mostro que tiene un costo computacional mucho menor) y se genera una
malla suficientemente refinada, que considera subdividir el dominio en la variable x
haciendo 64 segmentos y en la variable y se hace una subdivision de tal forma a tener
inicialmente cuadrilateros del tipo cuadrado o rectangulares de lo méximo el doble
del tamano de los segmentos de la variable x. También para ambos modelos se inicia
la simulaciéon numérica utilizando orden p = 2 en los polinomios base del espacio de
funciones continuas locales sobre los elementos finitos. En las préximas dos secciones
se describe los modelos por separado, presentando el comportamiento de las soluciones
numéricas y la adaptatividad automética que sucede al aplicar el método propuesto.

En el primer modelo se realizaron dos simulaciones numéricas. Esto porque, en una
primera simulacién numérica, el valor de m = 6 que se especifico en la simulaciéon no
sucedi6 el cambio de funciones continuas para funciones discontinuas. Es decir, que en

toda la rotacion del cono no se presenté un gradiente mayor a esa pendiente. Es decir, la
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simulacién toda se realizé con funciones continuas y se muestra con figuras correspon-
dientes, la evoluciéon de una rotacion completa del cono alrededor del origen. También
se muestra la hp-adaptatividad que funciona autométicamente (con decrecimiento del
orden de los polinomios base y subdivision de los elementos finitos con mayor gradiente,
y también con incremento del orden de los polinomios base y el engrosamiento de los
elementos finitos con gradiente pequeno). Sin embargo, como no se presenté el cambio
de funciones continuas para discontinuas, se realizO una nueva simulacién numérica
que inici6 con m = 6 para observar nuevamente el uso de los espacios de funciones
continuas, pero en el tiempo t = % = m, se forz6 el cambio en el codigo param = 3y
el esquema funcioné adecuadamente, pasando inmediatamente para el uso de espacios
de funciones discontinuas. Se muestran figuras bien cercanas al cono para visualizar
de forma evidente las discontinuidades en la superficie solucion en las interfaces de los
elementos finitos.

En el segundo modelo, se tiene un fluido transitando de forma constante en un
canal (densidad, velocidades, presion y energia constantes). Después de una unidad de
tiempo, se abre una compuerta lateral del canal y entra un fluido también con variables
conservadas constantes pero con mayor densidad. Inmediatamente se genera un choque
de los fluidos y por lo tanto aparece una fuerte discontinuidad en la frontera del canal
donde se abri6 la compuerta. El esquema numérico detecté6 automaticamente el fuerte
gradiente mayor que m = 6 y por lo tanto inici6 el trabajo de simulacién del choque
con un espacio de funciones discontinuas. En la seccién correspondiente se presentan
las figuras de la simulacion numérica de las discontinuidades avanzando para el interior
del canal hasta llegar a la pared contraria de la compuerta donde se refleja (rebota) el
choque (hay una condicion Neumann zero - simulando que no puede pasar flujo por esa
frontera). En ese rebote del choque se produce una nueva discontinuidad que supera a
la anterior, teniendo asi dos discontinuidades transitando por el canal hasta llegar a un
estado estacionario. El estado estacionario se alcanza en tres unidades de tiempo, ¢t = 3,
lo que realmente dé la captura del choque en dos unidades de tiempo, dado que se utilizo
una unidad al inicio con el fluido transitando de forma constante para verificar el uso
de funciones continuas y su modificaciéon para el uso de funciones discontinuas. La hp-
adaptatividad también funcioné de forma estable y eficiente refinando los elementos

finitos sobre los que se presentaba las discontinuidades y con disminucién del orden
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polinémico. En los elementos finitos que estaban en regiones de suavidad los elementos
finitos fueron autométicamente engrosados, disminuyendo considerablemente el ntimero

de grados de libertad.

6.1. Rotaciéon de un cono

En esta seccion se presenta los resultados numéricos para el modelo de un cono
en estado de rotacion aplicando el nuevo método propuesto, que es multi-numérico
y con hp-adaptatividad automaética. Para las simulaciones numéricas se ha utilizado
el valor de CFL = 0.2 y el valor del coeficiente del término difusivo igual a 0.6. La
determinacion de estos valores sigue las indicaciones en la tesis (Calle, 2002).

El modelo considera la ley de conservacion (2.6), sobre el siguiente dominio: D =
[0,27] x Q, donde Q = {x = (z,y) /=5 < x <5 —5<y<5}. El modelo satisface la

condicion de frontera:
u(t,x) =0 Vx €09, Vtel0,2n]
y la condicién inicial:

5 (14 cos(%& ||x —x si lIx — xall <
£(0,5) = ug(ac) = 4 3 L COCF P =) s [x — o] <

NI Nw

0. st ||x — x| >

donde x¢ = (0., g) Es decir, el cono tiene centro en x, y radio igual a g cIm.

La Figura 6.1 presenta a la izquierda el cono en su posicion inicial y el refinamiento

5

35> 10 que significa que el dominio se ha dividido en

inicial realizado, donde h =
64 intervalos, tanto en x cuanto en y. A la derecha también se presenta el cono en
su posicion inicial pero ahora con el orden de los polinomios en todos los elementos
finitos, que en el caso es p = 2. Se inicia utilizando un espacio de aproximacion de
funciones continuas, que es el espacio de aproximacion por defecto y que cambiara
para funciones discontinuas solo cuando se tenga algin gradiente en cualquier parte
del dominio superando el valor de m = 6, conforme ha sido implementado en el codigo.

La Figura (6.2) deja en evidencia la evolucion de la rotacion del cono tomando

como centro el origen. Se presenta el cono en los tiempos:
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Figura 6.1: Cono en su posicién inicial mostrando el refinamiento inicial de la malla
h = 3% y el orden de los polinomios base p = 2.

t0:0,t1:§,t2:%yt3:2ﬂ.

Las figuras presentan el refinamiento h* que acompana el cono, que es el maximo

. . s e 3 5
nivel de refinamiento que fue permitido en el codigo, nivel 5, que representa h = ¢;.
Por otro lado, en las areas donde el gradiente es nulo, el esquema realiz6 refinamiento
h~ llegando al nivel de engrosamiento méximo que fue configurado en el co6digo, nivel
1, que representa h = %.

La Figura (6.3) presenta el hp-refinamiento automéatico después de 6 pasos de tiem-

=0l

1077 En la figura de la izquierda esté evidente el h-

po, es decir en el tiempo t =
refinamiento realizado, h™-refine en los elementos con gradiente casi nulo, h*-refine
en los elementos con gradiente mayor al limite establecido. En la figura de la derecha
se presenta el p-refinamiento realizado, p*-refine en los elementos con gradiente casi
nulo llegando a p = 4 y el p~-refine en los elementos con gradiente considerado grande
llegando hasta p = 1.

En la Figura (6.4) se muestran para cada tiempo mencionado anteriormente un
par de figuras, ambas con elevacion del cono, en la primera (izquierda) el cono con el
h-refinamiento y la segunda (derecha) con el p-refinamiento. Se informa que se utilizo
como el orden de polinomio minimo p = 1 y como el maximo p = 4, y para el h
refinamiento, el nivel minimo es 1 y el nivel méximo es 5.

Conforme lo informado anteriormente, en esa primera simulaciéon no se presenté el

uso de los espacios de funciones discontinuas, entonces se realiz6é una segunda simulacion

410

1077 (casi

en la cual se estableci6 m = 6 al inicio de la simulacién pero en el tiempo ¢t =
en el medio de la rotacién) se modifico el valor para m = 3, inmediatamente se cambio

automaticamente para el uso de las funciones discontinuas hasta el final de la rotacién.
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Figura 6.2: Evolucion de la rotacion del cono sobre la superficie. Altura del cono inicial
es de 5 cm.

— 4.0e+00

Pressure

Figura 6.3: Refinamiento automatico realizado hasta el tiempo t = &m
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Figura 6.4: Refinamiento h y p automatico en los tiempos t; = %ﬂ', ty =73, 13
y ty = 2.
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Figura 6.5: Refinamiento A en la elevacién del cono y una vista cercana de la elevacion

para detalles de las funciones discontinuas obtenidas en t; = 441%, ty = %7‘(‘ y ty = 2m.

En la Figura (6.5) se muestra la elevacion del cono con el h-refinamiento a la izquierda
y a la derecha se presenta una aproximacioén al cono para observar las discontinuidades
en las interfaces de los elementos finitos. El algoritmo se mostré estable y robusto.
Debemos resaltar que el tiempo de ejecucion fue mayor al tiempo de ejecucion de la
primera simulacién debido al uso de funciones discontinuas que introduce célculo del
flujo en las interfaces de los elementos finitos, que son las integrales sobre las fronteras

de los elementos.
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Figura 6.6: Dominio y estado inicial del problema.

6.2. Ecuaciones de Euler - Choque Reflectante

El presente modelo es de dificultad elevada en su resolucién numérica por las discon-

tinuidades que se presentan generando hasta tres niveles de las variables conservadas,

con dos saltos de discontinuidad cuando se alcanza el estado estacionario. El simulador

desarrollado con el esquema propuesto en la presente tesis, consigue representar las dis-

continuidades y los saltos de las variables conservadas, gracias a la hp-adaptabilidad y

al término difusivo incrementado. Para las simulaciones presentadas se utilizé un valor

de CFL = 0.2 y valor del coeficiente difusivo igual a 0.7, siguiendo las instrucciones de

la tesis en (Calle, 2002).

Para resolver el problema del choque reflectante, se utiliza la ecuacion de Euler

considerada en la seccion (2.5.1), para el caso d = 2, con las condiciones iniciales como

en (Calle, 2002):

Uy = 1§

\

Po
PoVg
PoUy

Do

1,0
2,9
0,0
0,714286

El problema consiste en un fluido que transita por un canal con densidad, velocidades

y presion constantes. El canal (dominio espacial) se muestra en la Figura 6.6.

La condicion de frontera sobre 0€2; es del tipo Dirichlet e idénticamente igual a

ug. La condicion de frontera sobre 0€)s es también del tipo Dirichlet que vale cero al
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Figura 6.7: Detalle del momento en que ingresa al canal el segundo fluido con presion
mayor.

comienzo (como pared), y cuando se abre la compuerta es igual a

i —— ]

ov, = 261934
oo, = 0,50632
n = 152819

’LL1:<

La condicién de frontera sobre 023 es del tipo Neumann, cuya derivada vale cero en la
direcciéon de la normal exterior. Esto significa que no entra ni sale flujo por esa frontera,
esté simulando una pared que no se puede trasponer. Por ultimo, sobre la frontera 0§24
la condicion es libre. Esto significa que el fluido fluye sin restricciones.

Entonces tenemos un fluido transitando de forma constante por el canal mostrado
en la Figura 6.6 con variables conservadas igual a wug, desde el tiempo ¢t = —1 hasta
t = 0. Por ser nulo el gradiente de las variables conservadas durante esa unidad de
tiempo, la malla no se altera y tampoco el espacio de funciones continuas utilizado en
la aproximaciéon numérica.

En el tiempo ¢t = 0 se abre la compuerta lateral que es todo el lado 02, y entra
otro fluido con las variables conservadas en uy. Se observa que la densidad y la presion
en el segundo fluido son mayores, por lo que se genera un choque y asi aparece una
fuerte elevacion en la frontera del canal donde se abri6 la compuerta. Este resultado se
muestra en la Figura 6.7, donde se puede apreciar la fuerte elevacion entre el fluido que
estaba transitando en el canal y el nuevo fluido que esté ingresando al canal, para la
variable presion. Observar que la soluciéon numérica hasta ese momento es generada por
funciones continuas, dado que el espacio de aproximacion se va a cambiar solo después

de la deteccion del fuerte gradiente, pasando a utilizar funciones discontinuas.
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Figura 6.8: Detalle de la captura del choque al momento de ingresar el otro fluido, lo
que genera inmediatamente el refinamiento de la malla en elementos pequenos junto
a la compuerta y también la disminucion del grado de los polinomios locales en esos
elementos finitos.

Figura 6.9: Detalle de la superficie (solucién numeérica) de la densidad aproximada con
funciones discontinuas en los elementos finitos proximos a la compuerta en ¢t = 0.075.

Cuando se detecta la entrada del nuevo fluido, es decir, la presencia de un fuerte
gradiente, el espacio de aproximacion de funciones continuas es sustituido por el espacio
de aproximaciéon de funciones discontinuas. Ademés, de forma automética realiza el
hp-refinamiento, dividiendo en elementos menores los elementos finitos donde existe el
fuerte gradiente y disminuyendo el grado de los polinomios aproximantes locales. Se
presentan estos efectos en dos figuras, para la variable presion.

En la Figura 6.8, se observa en detalle el refinamiento de la malla que sucede
inmediatamente a la deteccion del fuerte gradiente en la entrada del segundo fluido,
es decir a lo largo de la frontera que simula la compuerta, y también se presenta el
refinamiento de los grados de los polinomios locales sobre cada elemento finito. Y en
la Figura 6.9 se realiza un zoom para visualizar la aproximacién utilizando funciones

discontinuas de la presion en la proximidad de la frontera compuerta.
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Figura 6.10: Detalle de la captura del choque en ¢ = 0.15 mostrando el refinamiento de
la malla con elementos divididos junto a la compuerta y engrosados los elementos con
solo el primer fluido.
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Figura 6.11: Detalle de la malla refinada para el choque en forma oblicua en ¢ = 0.23.

Para mostrar de manera mas explicita el refinamiento de la malla a medida que el
choque avanza en el interior del canal, se presenta el refinamiento en t = 0.15 en la
Figura 6.10. Observe como va refinando los elementos que estan en la trayectoria del
choque oblicuo, ademas engrosa los elementos que estaran apenas con el primer fluido
y no habré interferencia del segundo fluido.

Con el continuo ingreso del segundo fluido para el interior del canal, se obtiene un
choque (salto de discontinuidad) de las variables que se propaga hacia el interior del
canal, pero de forma oblicua, dado que el primer fluido continua entrando también.
En la Figura 6.11 se muestra el detalle de la malla refinada utilizada para la solucion
numérica del choque oblicuo en ¢t = 0.23. En la Figura 6.12 se presenta el avance del
salto (frontera entre los fluidos) de la presion en t = 0.42. Ese avance debe continuar
de forma oblicua hasta llegar a la pared 0€)3.

El momento antes que el choque encuentre la pared y el momento luego después de
rebotar en la pared, son presentados en la Figura 6.13. En la figura superior se muestra
el momento en que el choque esta llegando al encuentro con la pared en t = 0.49, y
en la figura inferior esta el momento en que la onda de choque esta rebotando en la

frontera que simula una pared en ¢t = 0.51.
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Figura 6.13: En la figura superior, momentos antes de chocar con la pared. En la figura

inferior, momentos después de chocar con la pared e iniciar el rebote (reflejado).

Una vez que rebota el segundo fluido en la frontera 0€)3, se genera una segunda
discontinuidad tal como se muestra en la Figura 6.14. Teniendo asi dos discontinuidades

transitando por el canal hasta llegar a un estado estacionario, con soluciéon

P2 = 2,68728

pov, = 2,4014
U = <

p2vy, = 0,0

D2 = 2,934
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Figura 6.14: Choque que rebot6 en la pared generando una nueva discontinuidad. Por
lo tanto, se tiene dos saltos de discontinuidad, antes de llegar a la pared y después de

rebotar en la pared.

Por tltimo, se presentan las variables de densidad y presiéon en su estado estacio-
nario. En la Figura 6.15 se coloca en evidencia la elevacion de la solucion numérica
de la variable densidad que es conservada cuando alcanzé su estado estacionario. Y en

la Figura 6.16 se expone la elevacion de la variable presion cuando alcanzé su estado

estacionario.

Figura 6.15: Solucion numérica estacionaria en t = 2 para la variable de la densidad.
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Figura 6.16: Soluciéon numérica estacionaria en t = 2 para la variable de la presion.
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Conclusiones

Se ha desarrollado un esquema multi-numérico hp— auto-adaptativo para resolver
numéricamente leyes de conservacion por el método de Rothe y formulaciones débiles
en elementos finitos estabilizados con un término de difusividad implicita. El término
de difusividad implicita es un operador de difusiéon del tipo streamline que estabiliza
el esquema en el interior de los elementos finitos.

El método de Rothe nos permite discretizar el tiempo en intervalos adecuados y
en esos intervalos se puede escoger la formulacion numérica a ser utilizada para la
resolucion numérica en las variables del espacio. Desde ese punto de vista, se ha obtenido
un método multi-numérico para las variables espaciales. En la presente tesis se ha
trabajado con una formulaciéon H'-conforme y una tipo Galerkin discontinuo (DG).
Sin embargo se pueden aplicar otras formulaciones, como por ejemplo la formulacion
H*' hibridizada o la formulacién mas simple de volumenes finitos.

Tomando como base el ambiente computacional NeoPZ se ha desarrollado el pre-
sente algoritmo utilizando el lenguaje de programacion C+-+, orientado a objetos. Con
este lenguaje, la abstraccion de las ecuaciones diferenciales, en particular las leyes de
conservacion, se realiza de forma bastante simple. Sin embargo, la definiciéon de la
estrategia de adaptatividad requiri6 mucho trabajo computacional para analizar las
diversas posibilidades de refinamiento y probablemente no hubiera sido posible llegar a
una conclusion sin las facilidades que provee el paradigma de la programacion a objetos.

Utilizando el simulador numérico desarrollado con base en el NeoPZ e implementa-
ciones propias que desarrolle para la estimacion del error y aplicar hp-adaptabilidad,
se realizaron experimentos numéricos con el término difusivo explicito y no mostré es-
tabilizar el método. Sin embargo, el término difusivo implicito utilizado, que convirtio
el esquema en semi-implicito, fue determinante para estabilizar el esquema, mismo en

el caso de utilizar nameros C'F L proximos a la unidad.
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Por otro lado, si el coeficiente difusivo es préoximo de la unidad, la solucién es
suavizada mas de lo necesario y acaba perdiendo aproximaciéon pero el esquema es
sumamente estable.

Utilizar el método propuesto con espacios de funciones continuas es muy barato
computacionalmente cuando comparado con el uso de espacios de funciones disconti-
nuas. La diferencia es grande, pero se justifica el uso de espacios de funciones disconti-
nuas cuando la solucién tiene discontinuidades, dado que en ese caso el uso de espacios
de funciones continuas obtendra soluciones con oscilaciones espurias. Cuando se utiliza
una cantidad suficiente de difusividad implicita, las oscilaciones tienden a ser pequenas,

pero no desaparecen.
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Recomendaciones

El método propuesto se aplicara en modelos de tres dimensiones. Para esto, se
necesitara un mayor poder computacional y para esto se pretende elaborar un proyecto
para financiar equipo de tltima generacion, dado que la cantidad de datos aumentara
exponencialmente.

Se pretende utilizar el método propuesto, por su estabilidad, en modelos que en-
vuelvan las ecuaciones de Navier-Stokes.

Se pretende implementar un método H!-hibrido para aumentar las posibilidades de
esquemas para las variables del espacio. En este caso, se tendria un esquema como el
método H!, pero permitiendo discontinuidades en curvas pre-determinadas. Este tipo
de método hibrido ya fue bastante estudiado hasta tres décadas atras, mas ultimamente
esté retomando interés por las dificultades que el método Galerkin discontinuo presenta.

Con la implementacién del método H*-hibrido se pretende adecuar el método multi-
numérico para considerar en regiones suaves el método H'-conforme (con funciones
continuas) y en regiones con sospecha de singularidad permitir al usuario elegir entre

el método de Galerkin discontinuo o el método H'-hibrido.
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