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RESUMEN

En la presente investigacion se realizo el disefio y analisis comparativo del desempeiio que
ofrecen los controladores estocasticos modernos como son el control lineal cuadratico gaussiano
(LQG) y el control por ubicacion de polos con filtro de Kalman a un sistema sub-actuado como es
el péndulo invertido, demostrando la hipotesis y resultados mediante simulacion de software 3D.
Para ello se realizo el modelo matematico en el espacio de estados de tiempo continuo y discreto
del sistema péndulo invertido sobre un carro, después se realizo el disefio y modelamiento 3D del
prototipo en el software Solidworks©, adaptando cada uno de los parametros fisicos del modelo
matematico al modelo fisico 3D. Luego se exportdé el modelo al software Simulink© de

MATLABO vy se configur6 de acuerdo a los parametros fisicos del prototipo en Solidworks©.

Una vez configurado el modelo en Simulink©, se procedio al disefio de los servo-
controladores lineal cuadratico gaussiano y por ubicacion de polos con filtro de Kalman en la
interfaz de Maltab, luego se realizaron las pruebas de funcionamiento y andlisis comparativo de
cada servo-controlador para evaluar el desempefio que aporta cada uno de estos al sistema péndulo

mvertido sobre un carro.

Obteniendo como resultado que el servo-controlador lineal cuadratico gaussiano (LQG)
ofrece un mejor desempeio que el servo-controlador por ubicacién de polos con filtro de Kalman,
en cuanto a respuesta temporal, optimizacion de energia, rechazo de perturbaciones y senales

estocasticas.

Palabras clave: Control lineal cuadratico gaussiano, filtro de Kalman, modelo fisico 3D
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ABSTRACT

In this research the design and comparative analysis of the performance offered by modern
stochastic controllers such as linear quadratic Gaussian control (LQG) and pole location control
with Kalman filter to an sub-actuated system such as the inverted pendulum, demonstrating the
hypothesis and results through 3D software simulation was carried out. For this purpose, the
mathematical model of the inverted pendulum system on a cart was made in the continuous and
discrete time state space, then the design and 3D modeling of the prototype was made in
Solidworks© software, adapting each of the physical parameters of the mathematical model to the
physical 3D model. Then the model was exported to the Simulink© software of MATLAB© and

configured according to the physical parameters of the prototype in Solidworks©.

Once the model was configured in Simulink©, we proceeded to the design of the linear
quadratic Gaussian servo-controllers and by location of poles with Kalman filter in the
MATLABO interface, then the functional tests and comparative analysis of each servo-controller
were carried out to evaluate the performance that each of them contributes to the inverted

pendulum system on a cart.

As a result, the linear quadratic Gaussian (LQG) servo-controller offers a better
performance than the servo-controller by pole location with Kalman filter, in terms of time

response, energy optimization, disturbance rejection and stochastic signals.

Keywords: Linear quadratic gaussian control, Kalman filter, 3D physical model
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INTRODUCCION

En la naturaleza la mayoria, o mejor dicho todos los sistemas fisicos presentan una
estructura compleja y no lineal, para estudiar la dindmica o el comportamiento del sistema en el
dominio temporal debemos realizar el modelado matematico del sistema mediante ecuaciones

diferenciales.

La precision y exactitud del modelo que realicemos dependerd en gran medida de la
exigencia del objetivo trazado, para obtener dicha precision y exactitud, es imprescindible
considerar muchos aspectos en el modelado como son: no linealidades intrinsecas del sistema,
perturbaciones externas, presencia de ruidos y procesos aleatorios, etc. Debido a esta complejidad
obtendremos ecuaciones diferenciales no lineales, de varias variables y variantes en el tiempo, las
cuales se tendran que linealizar alrededor de algiin punto de operacion, para luego aplicar las
técnicas y algoritmos de control para optimizar la respuesta del sistema dindmico de acuerdo a

especificaciones dadas.

Los controladores avanzados son algoritmos o estrategias de control que difieren del
control clasico lineal, debido a que estos surgen por el grado de complejidad que presentan las
plantas o sistemas modernos de procesos y a los avances tecnolégicos computacionales que
permiten el desarrollo e implementacion de algoritmos de control cada vez mas complejos y

precisos que no se podrian implementar con tecnologia analdgica.

El presente trabajo de investigacion esta organizado de la siguiente manera: el capitulo I
presenta el planteamiento metodologico como la identificacion y descripcion del problema asi
como su justificacion, objetivos, hipotesis, variables, alcances, limitaciones y antecedentes, en el
capitulo II comprende el desarrollo del marco tedrico conveniente para el desarrollo de la tesis, en
el capitulo III se encuentra la modelacién matematica del sistema fisico al cual se aplicaran los
controladores disefiados, el capitulo IV se concentra en el disefio del prototipo en 3D mediante la
ayuda de software CAD 3D (Solidworks© Professional) hasta la vinculacion y generacion del
modelo respectivo en Simulink©® de MATLAB© para posteriormente aplicar los controladores

disefiados.
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El capitulo V se focaliza en el disefio de los controladores o6ptimo cuadratico y por
ubicacion de polos, ambos con la aplicacion del filtro de Kalman y luego realizar la realimentacion
del sistema y someterlo a entradas basicas y sefales de ruido estocdastico, en el capitulo VI se
realizara el andlisis comparativo del desempefio del sistema utilizando los controladores disefiados
asi como también mas pruebas de simulacion del sistema ante diferentes entradas, posteriormente
en el capitulo VII se desarrolla un andlisis econdmico para obtener una estimacion de los costos
de diseno e implementacion en software del proyecto realizado. Finalmente se presentan las
conclusiones y recomendaciones para posteriores trabajos y aplicacion de los temas estudiados en

esta investigacion.
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CAPITULO I

1. PLANTEAMIENTO METODOLOGICO

1.1. Problema de investigacion

1.1.1. Identificacion del problema

Actualmente no existen muchas referencias nacionales y locales con respecto a estudios y
analisis comparativos que involucren el disefio de controladores avanzados junto a la aplicacion
de estimadores Optimos como es el filtro de Kalman, dicho filtro ademas de ser un estimador

Optimo también rechaza y elimina ruido y perturbaciones estocasticas.

Debido a la existente falta de documentacion a nivel nacional y local no se tiene mucho
conocimiento sobre las mejoras que puede introducir el filtro de Kalman al funcionamiento de los
controladores avanzados mejorando el desempefio de los sistemas realimentados, asi como
también rechazando y filtrando los ruidos y perturbaciones estocasticas asegurando un desempeio

Optimo y robusto en cuanto a perturbaciones estocasticas.

Las ventajas y mejoras de utilizar el filtro de Kalman en controladores avanzados son
comparativamente mayores con respecto a los observadores de estado convencionales que suelen
acompafar a los controladores para realizar la estimacion de estados, por ello con la presente
investigacion se lograré estudiar, analizar e identificar las ventajas que ofrece afiadir un filtro de
Kalman a ambos controladores, lo cual nos permitira evaluar el desempefio del sistema haciendo

un analisis comparativo entre las dos técnicas de control.

Para demostrar el analisis comparativo se modelara y simulard el prototipo en 3D del
sistema de péndulo invertido sobre un carro, con 2 grados de libertad, que es cominmente
encontrados en diversas aplicaciones en sectores como: aeroespacial, biomecanica, transporte

entre otras.

1.1.2. Descripcion del problema

En el estudio del péndulo invertido el objetivo es tratar de compensar el desplazamiento
angular del brazo pendular y el equilibrio de dicho brazo con la finalidad de mantener el sistema

estable.
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Este tipo de procesos tiene aplicaciones en la vida cotidiana en sectores como: industria

espacial, militar, transporte, robotica entre otras.

Por ejemplo en la industria espacial, en el control activo de un cohete para mantenerlo en
su posicion vertical durante su despegue, en biomecénica, es frecuentemente utilizado para
modelar bipedos caminantes, tales como robots humanoides, en los robots bipedos la pierna de
apoyo en contacto con el suelo a menudo se modela como un péndulo invertido, finalmente en
transporte, algunas de las aplicaciones son los “segway human transporter” el cual es un péndulo
invertido cuyo control estd basado en sensores de giroscopios montados en la base del segway y
un sistema de control digital que mantiene el balance de las personas mientras se pasean en el

segway [1].

Para el presente trabajo de investigacion se aplicardn dos técnicas de control que permitan
la estabilizacion del sistema péndulo invertido sobre un carro, aplicando el control 6ptimo
cuadratico(LQR) con el filtro de Kalman y el control por ubicacion de polos con el filtro de
Kalman, mediante la simulacién 3D del prototipo y encontrar las ventajas y desventajas que cada

uno presenta. Estas estrategias seran diseniadas siguiendo la siguiente secuencia:
1. Modelamiento matematico.
2. Analisis del sistema en el espacio de estados.

3. Disefio del controlador 6ptimo cuadratico (LQR) en el espacio de estados y disefio del

filtro de Kalman.

4. Interconexion del controlador LQR con el filtro de Kalman para obtener el controlador

LQG (Lineal Cuadratico Gaussiano).

5. Aplicacion del controlador al sistema fisico, y someter al sistema a entradas basicas,

perturbaciones y sefales de ruidos aleatorios.

6. De igual forma, disefar el controlador por ubicacion de polos y afadirle el filtro de

Kalman, simular y obtener la respuesta dindmica del sistema realimentado.

Posteriormente realizar un andlisis comparativo del desempefio del sistema utilizando

Publicacion autorizada con fines académicos e investigativos

En su investigacion no olvide referenciar esta tesis




UNIVERSIDAD

REPQSITORIO DE CATOLICA

TESIS UCSM DE SANTA MARIA

ambas técnicas de control y evaluar los resultados del desempefio de acuerdo a las especificaciones

técnicas dadas.

1.1.2.1. Especificaciones técnicas de disefio del sistema de control

Para el sistema de péndulo invertido sobre un carro, la variable a controlar es la posicion
angular del brazo pendular “6”, mediante la sefial de mando que en este caso se aplicard al voltaje
del motor DC que controla el desplazamiento del carro y este a su vez tiene conectado al brazo
pendular, se requiere mantener la posicion del brazo pendular |8| < 10 grados, y el valor maximo
del voltaje cumpla con |u| < 15V, estas especificaciones deberdn ser satisfechas cuando el
desplazamiento del carro esté siguiendo una senal de referencia cuadrada para un desplazamiento
“x” de £0.75 metros, posteriormente se puede probar la respuesta del sistema para otros valores

de sefiales de referencia de tipo escalon y a su vez observar el desempeiio del sistema.

i

A A
i i —|
075

075 0
Figura 1.1. Convenciones para el péndulo invertido sobre un carro.
Fuente: Elaboracion Propia

Se disefiaran los controladores para que el sistema cumpla con las siguientes especificaciones

en el dominio del tiempo:
e Tiempo de asentamiento: tys=8 seg. (Criterio del 2%).
e Maiaximo sobreimpulso: Mp < 15% o { = 0.52

Estas especificaciones deben cumplirse para la siguientes perturbaciones externas y

estocasticas:
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Ruido de Proceso (Ruido Blanco Gaussiano)

o PSD=1%107°G2) ,Vpay = 12.5mV
Ruido de Medida (Ruido Blanco Gaussiano)

o PSD=1%107%(:0) , Vpay = 125mV
Perturbacion externa (Desplazamiento del movil y del péndulo)

e F=0.16, Duracion o periodo, T=5s

1.1.3. Justificacion

La presente investigacion contribuird en el area de conocimiento del disefio de
controladores en el espacio de estados realimentados, 6ptimos y ademas robustos en cuanto a
ruido y perturbaciones estocésticas con la aplicacion del filtro de Kalman en sistemas lineales e

invariantes en el tiempo.

El presente trabajo aportara con el desarrollo y aplicacion de estimadores 6ptimos de estado
y el tratamiento, filtrado de sefiales estocasticas utilizando el filtro de Kalman y aplicarlo para el

disefio de controladores en el espacio de estados.

Asi mismo contribuird con el estudio, andlisis y control de los sistemas subactuados como
son el péndulo invertido sobre un carro, los cuales son de mucho interés en los investigadores de
las teorias de control moderno, este interés se debe a que estos sistemas presentan inconvenientes
similares a los encontrados en aplicaciones industriales, tales como perturbaciones externas y

comportamientos no lineales en algunas condiciones de su funcionamiento.

También contribuira en el area del modelamiento matematico de sistemas fisicos
mediante el enfoque de energia utilizando las ecuaciones de Euler-LaGrange, ya que utilizando
dicho enfoque se permite el conocimiento de los estados energéticos de la planta en todo
momento, facilitando conocer los elementos o términos del sistema que disipan energia, que
inyectan energia o por el contrario si la energia permanece constante, dichos aspectos son

importantes para el disefio del control del sistema.

El presente trabajo de investigacion se justifica porque contribuira al disefio de software

Publicacion autorizada con fines académicos e investigativos

En su investigacion no olvide referenciar esta tesis




UNIVERSIDAD

REPQSITORIO DE CATOLICA

TESIS UCSM ~&  DE SANTA MARIA

en el area de controladores digitales, con el cual se podrd conocer las técnicas de disefio en el
espacio de estados mediante el control Lineal Cuadratico Gaussiano (LQG) y el control por
ubicacion de polos con filtro de Kalman y posteriormente realizar un analisis comparativo entre
ambos controladores analizando las caracteristicas, ventajas y desventajas de cada uno de ellos
evaluando las condiciones de desempefio del sistema. Asi mismo contribuird con el desarrollo y
aplicacion de conocimientos en el area de modelado y simulacién en 3D de prototipos con
dimensiones reales, aplicando a dicho modelo las técnicas de control y evaluando los resultados

en cuanto al desempeiio de acuerdo a especificaciones de disefio.

En la actualidad no se cuenta con muchas referencias nacionales en cuanto al diseqo,
aplicacion y andlisis comparativo de técnicas de control avanzado en el espacio de estados como
son el control Lineal Cuadratico Gaussiano (LQG) y el control por ubicacion de polos con filtro

de Kalman para sistemas lineales e invariantes en el tiempo.

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo general

e Disenar y realizar el analisis comparativo del sistema de péndulo invertido aplicando

técnicas de Control Lineal Cuadratico Gaussiano.

1.2.2. Objetivos especificos

e Realizar el modelo matematico del sistema péndulo invertido sobre un carro, con dos

grados de libertad.
e Realizar el modelamiento y simulaciéon 3D de los prototipos con dimensiones reales.

e Analizar el comportamiento de la respuesta dinamica del sistema continuo y discreto y

establecer el modelo del sistema discreto en el espacio de estados.
e Disefiar el controlador Lineal Cuadratico Gaussiano (LQG) con ganancias apropiadas.
e Disenar el controlador por ubicacion de polos e interconectarlo con el filtro de Kalman.

e Realizar las pruebas de funcionamiento y hacer una comparacion del desempefio de los

controladores disenados frente a ruidos y perturbaciones para validar el desempeno de los
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sistemas y demostrar la hipotesis.

1.3. Hipaotesis

“Es posible demostrar que el controlador Lineal Cuadritico Gaussiano aporta un mejor
desempefio al sistema de péndulo invertido que el controlador por ubicacion de polos con filtro

de Kalman.”
1.4. Variables
1.4.1. Variable independiente

e Voltaje aplicado al motor DC del péndulo invertido.

1.4.2. Variable dependiente

e Posicion angular del brazo pendular.

e Desplazamiento del carro.

1.5. Alcances y aportes
1.5.1. Alcances

Los alcances que pretende abarcar el presente trabajo de investigacion se pueden describir

de la siguiente manera:

e Estan centrados en el analisis comparativo de las dos técnicas de control mencionadas
anteriormente como son el controlador lineal cuadratico gaussiano (LQG) y el controlador
por ubicacion de polos, ambos junto a la aplicacion del filtro de Kalman, para estabilizar

al sistema péndulo invertido sobre un carro.

e Comprende un estudio exploratorio, ya que no se cuenta con muchas referencias nacionales
y locales sobre el estudio y analisis comparativo de las dos técnicas de control con filtro de
Kalman aplicado a sistemas fisicos subactuados como es el péndulo invertido sobre un

carro.
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e Comprende un estudio descriptivo, ya que se cuenta con informacidn y referencias sobre
los métodos de disefio de los controladores avanzados con filtro de Kalman, los cuales se
aplicaran para realizar el andlisis comparativo aplicandolo al sistema de péndulo invertido

y evaluando las condiciones de desempeio del sistema.

e Comprende un estudio correlacional, debido a que en esta investigacion se toman como
variables a los controladores avanzados con el filtro de Kalman para posteriormente probar
la hipdtesis de que dichos controladores estabilizan al sistema de péndulo invertido ademas

de filtrar y rechazar las perturbaciones estocasticas.

e Comprende un estudio explicativo, porque al realizar el andlisis comparativo entre las dos
técnicas de control con el filtro de Kalman, se identificaran las causas, las situaciones en
las que el sistema fisico se estabiliza debido a la aplicacion de dichos controladores con el
filtro de Kalman, ademas de estudiar la relacion entre las variables y la prueba de la

hipotesis.
1.5.2. Aportes

e Contribuir en el area del disefio de controladores en el espacio de estados, técnicas de

control avanzado, observadores de estado, tratamiento de sefiales aleatorias y estocasticas.

e Contribuir con el desarrollo y aplicacion de estimadores Optimos de estado y el tratamiento,
filtrado de sefales estocdsticas utilizando el filtro de Kalman y aplicarlo para el disefio de

controladores en el espacio de estados.

e Contribuir con el estudio, andlisis y control de los sistemas subactuados como son el
péndulo invertido sobre un carro, los cuales son de mucho interés en los investigadores de
las teorias de control moderno, este interés se debe a que estos sistemas presentan
inconvenientes similares a los encontrados en aplicaciones industriales, tales como
perturbaciones externas y comportamientos no lineales en algunas condiciones de su

funcionamiento.
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e Contribuir en el area del modelado y simulacion del prototipo en 3D con dimensiones
reales, aplicando a dicho modelo las técnicas de control y evaluando los resultados en

cuanto al desempefio de acuerdo a especificaciones dadas.

e Contribuir en las técnicas del modelamiento matematico de sistemas fisicos utilizando el
enfoque energético mediante las ecuaciones de Euler-LaGrange, ya que de esta manera
se permite el conocimiento de los estados energéticos de la planta en todo momento, con
lo cual podriamos generar sefiales para regular dichos estados tomando en cuenta los

aspectos energéticos del sistema.

e Elpresente trabajo de investigacion sera de mucha utilidad para los estudiantes que tengan
interés e inclinacion sobre el area del disefio de controladores digitales en el espacio de
estados, ya que se toca temas, topicos y métodos de disefio avanzados aplicados a los
sistemas de control y por ello serd una fuente de consulta de mucha utilidad para

posteriores investigaciones € implementacion de proyectos.

1.6. Limitaciones

En el presente trabajo de investigacion se abarcara y desarrollara los temas hasta llegar al
disefio del controlador Lineal Cuadratico Gaussiano(LQG) y al diseiio del controlador por
ubicacion de polos con filtro de Kalman, probando los resultados y el desempeiio del sistema para
cada controlador y posteriormente realizar un analisis comparativo del desempeio del sistema con
ambas técnicas de control mediante simulacion de software, dejando la implementacion para

posteriores proyectos o trabajos de investigacion.

1.7. Antecedentes

Los documentos referenciados para la tesis son:

Referencias Internacionales:
e Zhuo, Zhu. (2017). LQG controller design of inverted pendulum system. [Master’s Thesis,

UC San Diego] UC San Diego Electronic Theses and Dissertations. En este articulo,

primero extrajimos el modelo de espacio de estado de un sistema de péndulo invertido
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basado en un método de Lagrange, se siguieron dos experimentos de identificacion del
sistema para lograr la mejor precision del modelo. Luego logramos disefiar un controlador
LQG estable y de segundo orden basado solo en el control de velocidad. Después de
implementar con éxito el controlador en el robot EQuMIP, resulté que el sistema de circuito
cerrado no solo es un robot estable que puede equilibrarse a si mismo, sino también un

robot estable que podria moverse, dirigir y comenzar con ¢l mismo inclinado [2].

e R. Banerjee and A. Pal, "Stabilization of Inverted Pendulum on Cart Based on LQG
Optimal Control," 2018 International Conference on Circuits and Systems in Digital
Enterprise Technology (ICCSDET), 2018, pp. 1-4, doi: 10.1109/ICCSDET.2018.8821243.
Se ha realizado la simulacion del sistema de péndulo invertido utilizando el controlador
LQR, LQG, se ha observado a partir de la curva de respuesta que el sistema es estable y se
ha establecido la diferencia entre dos controladores. Al cambiar las matrices de
ponderacion y las matrices de covarianza de ruido LQR y LQG mostraran resultados
diferentes y este resultado tiene algunas limitaciones, este resultado muestra la diferencia

entre dos controladores [3].

No se encontraron antecedentes, referencias nacionales y locales.
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CAPITULO II

2. MARCO TEORICO
Para la comprension del siguiente estudio deben revisarse las siguientes bases teoricas:

2.1. Sistema

Un sistema es una combinacién de componentes que actian juntos y realizan un objetivo
determinado. Un sistema no estd necesariamente limitado a los sistemas fisicos. El concepto de
sistema se puede aplicar a fendmenos abstractos y dindmicos, como los que se encuentran en la
economia. Por tanto, la palabra sistema debe interpretarse en un sentido amplio que comprenda

sistemas fisicos, bioldgicos, econdmicos y similares [4].

2.1.1. Sistemas lineales

Un sistema se denomina lineal si se aplica el principio de superposicion. Este principio
establece que la respuesta producida por la aplicacion simultanea de dos funciones de entradas
diferentes es la suma de las dos respuestas individuales. Por tanto, para el sistema lineal, la
respuesta a varias entradas se calcula tratando una entrada cada vez y sumando los resultados. Este
principio permite desarrollar soluciones complicadas para la ecuacion diferencial lineal a partir de

soluciones simples [4].

2.1.2. Sistemas lineales invariantes y variantes en el tiempo

Una ecuacion diferencial es lineal si sus coeficientes son constantes o son funciones sélo
de la variable independiente. Los sistemas dinamicos formados por componentes de parametros
concentrados lineales invariantes con el tiempo se describen mediante ecuaciones diferenciales
lineales invariantes en el tiempo —de coeficientes constantes. Tales sistemas se denominan
sistemas lineales invariantes en el tiempo (o lineales de coeficientes constantes). Los sistemas que
se representan mediante ecuaciones diferenciales cuyos coeficientes son funciones del tiempo, se
denominan sistemas lineales variantes en el tiempo. Un ejemplo de un sistema de control variante
en el tiempo es un sistema de control de naves espaciales. (La masa de una nave espacial cambia

debido al consumo de combustible) [4].
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2.1.3. Sistemas no lineales

Los sistemas no lineales representan sistemas cuyo comportamiento no es expresable como
la suma de los comportamientos de sus descriptores. Més formalmente, un sistema fisico,
matematico o de otro tipo es no lineal cuando las ecuaciones de movimiento, evolucién o
comportamiento que regulan su comportamiento son no lineales. En particular, el comportamiento

de sistemas no lineales no esta sujeto al principio de superposicion, como lo es un sistema lineal

[5].

2.1.4. Sistemas continuos y discretos
2.1.4.1. Sistema continuo
Un sistema continuo es aquel en el cual las sefiales continuas de entrada son transformadas

en sefiales continuas de salida. Tales sistemas seran representados graficamente como en la figura

2.1, donde x(t) es la entrada y y(t) es la salida [6].

Sistema

X (t) — - .
continuo

3 Y/(1)

Figura 2.1. Sistema continuo
Fuente: [6]
2.1.4.2. Sistema discreto

Un sistema discreto es el tipo de sistema en el que convierte una sefial de entrada de tiempo

discreto en una senal de salida en tiempo discreto, como se observa en la figura 2.2. [6].

Sistema

. _
[n] i . discreto

——> y[n]

Figura 2.2. Sistema discreto

Fuente: [6]
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2.2. Seiial

Una sefial x(t) es una funcioén con valor real o escalar de la variable de tiempo t. El término
con valor real significa que para cualquier valor fijo de la variable de tiempo t, el valor de la sefial

en el tiempo t es un nimero real [7].

2.2.1. Senal continua

Cuando una sefial toma sus valores del conjunto de los nimeros reales, se dice que t es una
variable de tiempo continuo, y que la sefal x(t) es una sefal de tiempo continuo o una sefial
analogica. Ejemplos comunes de sefiales de tiempo continuo son el voltaje u ondas de corriente de
un circuito eléctrico, las seiales de audio como voz u ondas musicales, las posiciones o velocidades
de objetos en movimiento, las fuerzas o torcas en un sistema mecanico, las sefales bioeléctricas
como electrocardiogramas (ECG) o electroencefalogramas (EEG), las velocidades de flujo de

liquidos o gases en un proceso quimico, etcétera [7].

2.2.2. Senal discreta

Se dice que la variable de tiempo t es una variable de tiempo discreto, si t s6lo toma los
valores discretos t =tn para alglin intervalo de valores enteros de n. Por ejemplo, t podria tomar los
valores enteros t =0, 1, 2, ...; es decir, t=tn=n para n=0, 1, 2, .... Una sefial de tiempo discreto es
una sefial que es una funcion de la variable de tiempo discreto tn; en otras palabras, una sefial de
tiempo discreto tiene valores (estd definida) solo en los puntos de tiempo discreto t=tn, donde n
toma so6lo valores enteros. Las sefiales de tiempo discreto surgen en muchas areas de la ingenieria,

ciencia y economia [7].

2.3. Proceso

El Diccionario Merriam-Webster define un proceso como una operacion o un desarrollo
natural progresivamente continuo, marcado por una serie de cambios graduales que se suceden
unos a otros de una forma relativamente fija y que conducen a un resultado o propdsito
determinados; o una operacion artificial o voluntaria que se hace de forma progresiva y que consta
de una serie de acciones o movimientos controlados, sistematicamente dirigidos hacia un resultado

o proposito determinado. Algunos ejemplos son los procesos quimicos, econémicos y bioldgicos

[4].
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2.4. Perturbacion

Una perturbacion es una sefial que tiende a afectar negativamente el valor de la salida de
un sistema. Si la perturbacion se genera dentro del sistema se denomina interna, mientras que una

perturbacion externa se genera fuera del sistema y es una entrada [4].

2.5. Sistema de péndulo invertido

Los péndulos invertidos son una familia de artefactos que constituyen un banco de pruebas

muy completo e interesante para la ingenieria de control no lineal.

El péndulo invertido constituye uno de los sistemas no lineales mas utilizados para la

experimentacion de diferentes estrategias de control.

La razén por la cual el péndulo invertido ha sido uno de los sistemas mas utilizados por
diversos investigadores para probar y desarrollar estrategias de control, es por su dindmica no
lineal que permite comprender los fendmenos y comportamientos fisicos de plantas y equipos

presentes en diferentes dmbitos.

En el area de vehiculos eléctricos unipersonales, la compaiia Segway, Inc., ha disefiado
varios vehiculos donde el conductor introduce como referencia la velocidad y direccion, mientras
el vehiculo debe mantener el equilibrio. Otro ejemplo seria, lo motores de un cohete espacial, los
cuales requieren de un sistema de control para mantener la posicion vertical durante el despegue.
También se estudia el péndulo invertido para enfocar el problema de movimiento en robots bipedos
a la hora de caminar. Hay diferentes variantes de péndulos invertidos siendo el mas estudiado el
denominado péndulo invertido sobre base mévil o como se llama cominmente, péndulo invertido

sobre carro, el cual es el que se estudiara en este proyecto [8].

Los péndulos invertidos representan un excelente punto de referencia para muchos

problemas de control, tales como:
e Modelado.
e Identificacion de parametros.

e Control de posicion y velocidad.
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e Control no lineal.
e Compensacion por friccion.
e Analisis del ciclo limite.

e Control hibrido (Balance del péndulo y swing-up).

PENDULO
Péndulo de Furuta | - JO "| Carro Péndulo
L
i
( e &
a0
Péndulo balancin Péndulo con rueda
. Motor Hélice \ Inercial i

Figura 2.3 Familia de péndulos invertidos

Fuente: [9]

Como se muestra en la figura 2.3, existen diferentes tipos de péndulos invertidos. Cabe
mencionar que no todos ellos tienen un “péndulo” como tal, mas bien podriamos decir que el
concepto de péndulo invertido es el nombre que se da a los diferentes sistemas cuya mision es
mantener algo en equilibrio mediante la automatica. Un ejemplo de esto podria ser el sistema viga-
bola, que sigue los mismos principios, pero su mision es mantener en equilibrio una bola en vez
de un péndulo. Todos intentan solucionar el mismo problema, pero cada uno tiene sus propias
caracteristicas, lo cual también implica que la forma de abordar el problema no es exactamente

igual [10].
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2.5.1. Sistema de péndulo invertido sobre un carro

El péndulo invertido sobre un carro es un servo mecanismo que consta de un riel sobre el
cual se puede deslizar un carro, sobre este estd montado un péndulo que puede girar libremente.
El sistema esta instrumentado, de tal suerte que se puede medir el angulo del péndulo con respecto
a la vertical, asi como la posicion y la velocidad del carro. A través de un motor y una banda
conectada al carro, se puede hacer que este se deslice sobre el riel, el cual mide aproximadamente
1.5m (ver figura 2.4) Si se considera al péndulo separado del carro, el péndulo tiene dos puntos de
equilibrio: uno estable, abajo; y otro inestable, arriba. El objetivo del control es cambiar la
dindmica del sistema para que, en la posicion vertical, arriba, se tenga un punto de equilibrio
estable. En otras palabras, la idea es encontrar la fuerza que ha de aplicarse al carro para que el

péndulo no se caiga, incluso si se le perturba con un empujon tipo escaléon o impulso [11].

Figura 2.4. Esquema del péndulo invertido sobre un carro.
Fuente: [11]
2.6. Sistema de control en lazo cerrado

Un sistema de control en lazo cerrado utiliza una medida adicional de la salida real, para
compararla con la respuesta de la salida deseada. La medida de la salida se denomina senal de
realimentacion. En la figura 2.5 se muestra un sencillo sistema de control con realimentacion en
lazo cerrado. Un sistema de control con realimentacion es aquel que tiende a mantener una relacion
prescrita de una variable del sistema con otra, comparando funciones de estas variables y usando

la diferencia como un medio de control.

Para controlar un proceso, un sistema de control con realimentacion suele emplear una

funcion de una relacion prescrita entre la salida y la entrada de referencia. A menudo, la diferencia

Publicacion autorizada con fines académicos e investigativos

En su investigacion no olvide referenciar esta tesis




REPOSITORIO DE UNIVERSIDAD

CATOLICA

TESIS UCSM DE SANTA MARIA

entre la salida del proceso bajo control y la entrada de referencia se amplifica y se emplea para
controlar el proceso, de manera que esta diferencia se reduce continuamente. El concepto de

realimentacion es el fundamento para el andlisis y disefio de sistemas de control [12].

Respuesta
de salida  =———p| Comparacion | Controlador B Proceso » Salida
deseada
%
Medida [«

Figura 2.5. Sistema de control de lazo cerrado (con realimentacion)

Fuente: [12]

2.7. Estado

El estado de un sistema dinamico es el conjunto mas pequefio de variables (llamado
variables de estado) tales que el conocimiento de dichas variables en t=t,, junto con el
conocimiento de la entrada para t > t, determinan por completo el comportamiento del sistema
para cualquier tiempo t > t, .El concepto de estado de ninguna manera esta limitado a sistemas
fisicos, también se aplica en sistemas bioldgicos, sistemas econdmicos, sistemas sociales y otros

[13].

2.8. Variables de estado

Las variables de estado de un sistema dindmico son las que conforman el conjunto mas
pequefio de variables que determinan el estado del sistema dindmico. Si para describir en su
totalidad el comportamiento de un sistema dinamico se requiere de por lo menos n variables
X1,X3, .-, X (de tal forma que una vez dada la entrada para t > t, y el estado inicial en t = ¢, el
estado futuro del sistema queda completamente determinado), entonces dichas n variables se

consideran un conjunto de variables de estado.

Obsérvese que las variables de estado no necesitan ser fisicamente medibles o cantidades
observables. Se pueden seleccionar como variables de estado variables que no representan

cantidades fisicas y aquellas que no son medibles ni observables. Tal libertad en la eleccion de las
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variables de estado es una ventaja de los métodos en el espacio de estados. Sin embargo,
practicamente es conveniente seleccionar para las variables de estado cantidades fisicamente
medibles, si esto es posible, porque las leyes de control dptimo requeriran realimentar todas las

variables de estado con una ponderacion adecuada [13].

2.9. Vector de estado

Si se necesitan “n” variables de estado para describir completamente el comportamiento
de un sistema dado, entonces estas “n” variables de estado se pueden considerar como “n”
componentes de un vector x. Dicho vector se conoce como vector de estado. Un vector de estado
es, por lo tanto, un vector que determina univocamente el estado del sistema x(t) en cualquier
instante del tiempo t = t,, una vez que se conoce el estado ent = t; y se especifica la entrada u(t)

parat = ty [13].

x1(t) x1 (k)
x(0) = |2 x(k) = |2 @.1)
Xn (1) Xn (k)

2.10. Espacio de estados

A partir de las variables de estado se puede formar un espacio n-dimensional cuyos ejes de
coordenadas corresponden a las n variables de estado. De esta forma, un punto en el espacio de

estado representa el valor del estado del sistema en ese instante (ver figura 2.6) [14].

Figura 2.6. Interpretacion geométrica para n=3

Fuente: [14]
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Para expresar el estado del sistema se utilizard como herramienta de trabajo las matrices y
los vectores lo cual, como se ha comentado anteriormente, es muy adecuado para expresar célculos

y operaciones en términos computacionales [14].

2.11. Ecuaciones en el espacio de estados
En el analisis en el espacio de estados se tratard con tres tipos de variables que estan
involucradas en el modelado de sistemas dinamicos: las variables de entrada, las de salida y las de

estado [13].

El modelo de espacio de estados general se puede expresar como:

x(t) = f(x(t),u(0), 1), x() = xo (22)

y(©) = g(x(©),u®), 1),

Cuando se formulan modelos de espacio de estados, se utiliza la siguiente notacion estandar

[15]:

x(t): vector de estado de dimension n, x(t) € R™ ,
x(t): derivada temporal del vector de estado, X(t)e R",
u(t): vector de entrada, u(t)e R™

y(t): vector de salida, y(t)e R™

Las funciones f'y g son funciones vectoriales:

fi(x(®),u(t), 1) g1 (x(®),u(t),t)
FO(®),u(®),t) = f2 (x(t),:u(t), t) y g(x(®),u(t),t) = 92 (x(t); u(t), t)
fu (x (), u(t), t) gr(x(®),u(t), t)

Donde las funciones f; y g; son funciones escalares de los vectores x(t) y u(t).

Publicacion autorizada con fines académicos e investigativos

En su investigacion no olvide referenciar esta tesis




UNIVERSIDAD

REPQSITORIO DE CATOLICA

TESIS UCSM =@  DE SANTA MARIA

En el caso lineal general, las ecuaciones del sistema se pueden escribir:

x(t) = A®)x(t) + B(u(t) x(ty) = xo (2.3)
y(t) = C(O)x(t) + D(Du(),

Ademas, si todos los elementos de la matriz son constantes, estas ecuaciones se reducen a:

x(t) = Ax(t) + Bu(t) x(t,) = x, (2.4)
y(t) = Cx(t) + Du(d),

Y se dice que el modelo es lineal e invariante en el tiempo (LTI) [15]. Los siguientes

nombres se usan generalmente para las matrices en la ecuacion (2.4):

A sistema o matriz dinamica, A € R™",
B: matriz de entrada, B € R™™,
C: matriz de salida, C € R™",

D: transferencia directa o matriz feedforward, D € R™™ [15]. La ecuacion (2.4) se puede

representar en el diagrama de bloques de la figura 2.7:

Xo
u(r) B + o~ X0 i x(1) c + AL Y0

C

Figura 2.7. Diagrama de bloques del sistema en el espacio de estados

Fuente: [16]
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Para los sistemas discretos, si el sistema es invariante en el tiempo, entonces las dos tltimas
ecuaciones se pueden expresar:

x(k+1) = Gx(k) + Hu(k) x(ky) = x(0) (2.5)
y(k) = Cx(k) + Du(k)
En la figura 2.8 se muestra la representacion en diagrama de bloques del sistema en tiempo

discreto descrito por las ecuaciones (2.5) [13].

> D
x(k + 1)
ulk) x(k) y(k)
————=> H + > 27 e—— ¢ > >
X >
6 <——

Figura 2.8.. Diagrama de bloques de un sistema lineal en tiempo discreto invariante en

el tiempo representado en el espacio de estado

Fuente: [13]

2.12. Controlabilidad y observabilidad

Kalman introdujo los conceptos de controlabilidad y observabilidad, que juegan un papel
importante en el disefio de los sistemas de control en el espacio de estados. De hecho, las
condiciones de controlabilidad y observabilidad determinan la existencia de una solucion completa
para un problema de disefio de un sistema de control. La solucion a este problema puede no existir
si el sistema considerado no es controlable. Aunque la mayor parte de los sistemas fisicos son
controlables y observables, los modelos matematicos correspondientes tal vez no posean la
propiedad de controlabilidad y observabilidad. En este caso, es necesario conocer las condiciones

en las cuales un sistema es controlable y observable [4].

2.12.1. Controlabilidad

Se dice que un sistema es controlable en el tiempo t, si se puede transferir desde cualquier
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estado inicial x(t,) a cualquier otro estado, mediante un vector de control sin restricciones, en un

intervalo de tiempo finito [4].

Es decir, un sistema de control es controlable si todas las variables de estado pueden ser
controladas en un periodo finito, mediante alguna sefial de control no restringida. Si cualquiera de
las variables de estado es independiente de la sefial de control, entonces resulta imposible controlar

esa variable de estado y, por lo tanto, el sistema es no controlable [13].

Puede no existir solucion a un problema de control dptimo, si el sistema se considera no
controlable. A pesar de que la mayor parte de los sistemas fisicos son controlables, los modelos
matematicos correspondientes quizas no tengan la propiedad de controlabilidad. Por lo tanto, es
necesario saber la condicidn bajo la cual el sistema es controlable. Ahora se deducira esa condicion

[13].
Consideramos la ecuacion diferencial de estado lineal e invariante en el tiempo:
x(t) = Ax(t) + Bu(t) x(ty) = xo (2.6)

en el que se ha omitido la ecuacion de salida algebraica porque no jugard ningan papel en

el andlisis subsiguiente. Nuestro punto de partida es la siguiente definicion [16].

“Un estado x € Rn es controlable al origen si para un tiempo inicial t0 existe un tiempo
final finito tf> t0 y una sefial de entrada continua por tramos u(-) definida en [t0, tf ] tal que con
el estado inicial x(t0) = x, el estado final satisface”:

tr
x(tp) = eAW ~t0x +f e D pyu(r)dr
Lo

=0€ R"

La ecuacion de estado (2.6) es controlable si todo estado x € Rn es controlable hasta el

origen.

Basado solo en esta definicién, determinar si una ecuaciéon de estado particular es

controlable 0o no parece ser una tarea desalentadora porque no esta claro de inmediato como
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caracterizar las sefiales de entrada que tienen el efecto prescrito en la trayectoria del estado.
Nuestro objetivo inmediato es superar esta dificultad traduciendo esta propiedad de controlabilidad
de las ecuaciones de estado en una propiedad algebraica lineal equivalente de las matrices A y B

de coeficientes de la ecuacion de estado [16].
Teorema La ecuacion de estado lineal (2.6) es controlable si y solo si:
rank[B AB A?B .. A" 'B]l=n (2.7)

Nos referimos a esta matriz como la matriz de controlabilidad y con frecuencia la
denotamos por P para ahorrar una cantidad considerable de escritura. Observamos que esta matriz
de controlabilidad se construye directamente a partir de las matrices de coeficientes A y B de la
ecuacion de estado. El teorema afirma que la controlabilidad de la ecuacion de estado (2.6) es
equivalente a que P tenga un rango de fila completa, lo que produce una prueba algebraica lineal

de controlabilidad [16].

Esta equivalencia nos brinda una medida de concision porque de ahora en adelante
tomaremos la controlabilidad de un par de matrices (A,B) como controlabilidad de la ecuacion de

estado lineal con las matrices de coeficientes A y B [16].

2.12.2. Observabilidad

Se dice que el sistema es completamente observable si el estado x(t,) se determina a partir
de la observacion de y(¢) durante un intervalo de tiempo finito, £, < t < t;. Por tanto, el sistema
es completamente observable si todas las transiciones del estado afectan eventualmente a todos los

elementos del vector de salida [4].

El concepto de observabilidad es util para resolver el problema de la reconstruccion de
variables de estado no medibles. En la practica, en los sistemas de control con realimentacion de
estado se encuentra la dificultad de que algunas de las variables de estado no son accesibles para
su medicion directa. Entonces se requiere estimar las variables de estado no medibles, a fin de
construir sefiales de control de realimentacion. El concepto de observabilidad tiene un papel

dominante en el diseno de los observadores de estados [13].
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Para la ecuacion de estado lineal n-dimensional e invariante en el tiempo:
x(t) = Ax(t) + Bu(t) x(ty) = x,
y(t) = Cx(t) + Du(t)

Suponemos que la senal de entrada u(t) y la sefial de salida y(t) se pueden medir en un
intervalo de tiempo finito y buscamos deducir el estado inicial x(t0) = x0 procesando esta
informacion de alguna manera. Como se sefialdo anteriormente, si el estado inicial se puede
determinar de manera unica, esto, junto con el conocimiento de la sefial de entrada, produce la

trayectoria de estado completa a través de: [16]
x(t) = eAlt—to)x, + ftz eAt-DBy(r)dr para t > t,

Dado que se supone que se conoce u(t), la respuesta de estado cero se puede extraer de la
respuesta completa y(t), también conocida, para aislar el componente de respuesta de entrada cero

a través de:
t
y(&) — l f Ce*t=DBu(t)dt + Du(t) | = CeAlt-to)x,
to

Que depende directamente del estado inicial desconocido. En consecuencia, podemos
asumir sin pérdida de generalidad que u(t) = 0 para todo t > t0 y en su lugar considerar la ecuacion

de estado homogénea:
x(t) = Ax(t) x(ty) = x, (2.8)
y(&) = Cx(¢)

Que produce directamente el componente de respuesta de entrada cero de la ecuacion (2.4).
Al notar nuevamente que la definicion subyacente implica la respuesta de la ecuacion de estado
homogéneo (2.8) caracterizada por las matrices de coeficientes A y C, no deberia sorprendernos

que nuestra primera caracterizacion algebraica se haga en términos de estas matrices [16].

Teorema La ecuacion de estado lineal (2.4) es observable siy sélo si:
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rank 8142 =n (2.9)
cAn-1

Nos referiremos a esta matriz como matriz de observabilidad y en adelante la
denotaremos como Q. Dado que la prueba algebraica de observabilidad establecida en el teorema
involucra solo las matrices de coeficientes A y C tendremos ocasion, por razones de brevedad, de
referirnos a la observabilidad de la matriz par (A,C) con una conexiéon obvia con la ecuacion de

estado (2.4) o la ecuacion de estado homogénea (2.8) [16].

2.13. Observador de estados

Un observador de estados también conocido como estimador de estados, es un subsistema
del sistema de control que lleva a cabo una estimacion de las variables de estado, a partir de las
mediciones de las variables de salida y control. Aqui, el concepto de observabilidad juega un papel

importante [13].
Para la ecuacion de estado lineal n-dimensional:
x(t) = Ax(t) + Bu(t) x(ty) = xo (2.10)

y(t) = Cx(t)

Definimos un observador de estado lineal como también una ecuacion de estado lineal n-
dimensional que acepta u(t) e y(t) como entradas y cuyo estado representa la estimacion de x(t)

[16]. El observador asume la forma:

x = A%(t) + Bu(t) + L[y(t) — 9()] %(0) = %, (2.11)

y() = Cx(t)

Que parece una copia de la ecuacion de estado (2.10) impulsada por un término de error

y(t) — y(t) que ingresa a la dindmica a través de una matriz L de ganancia del observador de n x

p.
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Este término de error esta destinado a impulsar la estimacion de estado X (t) al estado real

x(t) a lo largo del tiempo.

u(r)

- Plant x(7)

y(1)

-— Observer —

A
x(1)

Figura 2.9. Observador de estados
Fuente: [16]

En la figura 2.9 se muestra un diagrama de observador de alto nivel. El verdadero estado
x(t) de la Planta no se conoce en general. Las entradas del observador son la entrada del sistema
u(t) y la salida (a través de sensores) y(t), y la salida del observador es la estimacion de estado X(t)
[16]. La ecuacion del estado del observador (2.11) se muestra graficamente en el diagrama de

bloques de la figura 2.10. Esta figura proporciona detalles para la figura 2.9 [16].

u(r) (1)
= Plant x()

A0

Figura 2.10. Diagrama de bloques detallado de un observador de estados

Fuente: [16]
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2.14. Control por ubicacion de polos

Me¢étodo de disefio cominmente conocido como técnica de ubicacion de polos o de
asignacion de polos. Supondremos que todas las variables de estado son medibles y disponibles
para la realimentacion [10]. La técnica de disefio empieza con la determinacion de los polos en
lazo cerrado deseados a partir de la respuesta transitoria y/o las especificaciones de la respuesta en
frecuencia, tales como velocidad, razon de amortiguamiento, o ancho de banda, al igual que los

requisitos en estado estacionario.

Supoéngase que se decide que los polos en lazo cerrado deseados estén en s =y, s =
Uy, ...,S = U,. Seleccionando una matriz de ganancias apropiada para realimentacion del estado,
es posible hacer que el sistema tenga los polos en lazo cerrado en las posiciones deseadas, siempre

y cuando el sistema original sea de estado completamente controlable [4].

2.14.1. Disefio mediante ubicacion de polos
En lugar de especificar s6lo los polos dominantes en lazo cerrado (enfoque del disefio
convencional), el enfoque actual de asignacion de polos especifica todos los polos en lazo cerrado
[4]. Sea un sistema de control:
X =Ax + Bu (2.12)
y=Cx+Du

Se selecciona la sefial de control como:

u = —Kx (2.13)

Esto significa que la sefal de control u se determina mediante un estado instantaneo. Tal
esquema se denomina realimentacion del estado. La matriz K de 1xn se denomina matriz de
ganancia de realimentacion de estado. Se supone que todas las variables de estado estan
disponibles para su realimentacion [4]. En la figura 2.11 se muestra un diagrama de bloques de

este sistema.
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-K

Figura 2.11. Sistema de control en lazo cerrado con u =-kx.
Fuente: [4]

Este sistema en lazo cerrado no tiene entradas. Su objetivo es mantener la salida a cero.
Como pueden existir perturbaciones, la salida se desviara de cero. Esta salida retornara a la entrada
de referencia cero debido al esquema de realimentacion del estado del sistema. Un sistema de esta

naturaleza en que la entrada de referencia es siempre cero se conoce como un sistema regulador

[4].
Al sustituir la Ecuacion (2.13) en la Ecuacion (2.12) se obtiene:

x = (A — BK)x(t)

La solucion de esta ecuacion estd dada por:
x(t) = e BKx(0)

Donde x(0) es el estado inicial provocado por perturbaciones externas. La estabilidad y las
caracteristicas de respuesta transitoria se determinan mediante los valores caracteristicos de la
matriz A-BK. Si se elige la matriz K de forma adecuada, la matriz A-BK se convierte en una
matriz asintoticamente estable y para todos los x(0)#0 es posible hacer que x(¢) tienda a 0 conforme

t tiende a infinito.

Los valores propios de la matriz A-BK se denominan polos del regulador. Si estos se

colocan en el semiplano izquierdo del plano s, entonces x(¢) tiende a 0 cuando ¢ tiende a infinito

[4].
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2.14.2. Calculo de la matriz K utilizando la matriz de transformacion T

La matriz de ganancias de realimentacion K que hace que sean los valores propios de A-
BK hace que ki, ko, ..., kK« (valores deseados), se determina mediante los pasos siguientes (si kies

un valor propio complejo, su conjugado también debe ser un valor propio de A-BK:

Paso 1. Compruebe la condicion de controlabilidad para el sistema. Si el sistema es de

estado completamente controlable, siga los pasos siguientes [4].
Paso 2. A partir del polinomio caracteristico de la matriz A:

|sI — Al = s™+ ays™ 1+ --a,_15s+ay,

Determine los valores de a4, a,, ..., a,.

Paso 3. Determine la matriz de transformacion T que convierte la ecuacion de estado del
sistema a su forma canonica controlable. No es necesario escribir la ecuacion de estado en la forma
canonica controlable. Lo Unico que se necesita es encontrar la matriz T. La matriz de

transformacion T viene dada por la ecuacion [4]:
T =MW

Donde M es la matriz de controlabilidad:

M=[B AB .. A" !B] (2.14)
Y:
Ap_1 QAp_p . ap 1
Apy Qn_z3 .. 1 0
W= : : .
[ a1 1 aes 0 OJ
1 0 0 0

Donde las a; son los coeficientes del polinomio caracteristico.

Paso 4. Usando los valores propios deseados (los polos en lazo cerrado deseados), escriba

el polinomio caracteristico deseado:

(s—pu)(s = ptp) e (s — ) = 5" + ays™ '+t @15+ ay
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Y determine los valores de a4, a5, ..., &,

Paso 5. La matriz de ganancias de realimentacion del estado K requerida se determina de

la ecuacion [4]:
K=[a, —a, a_1—a1 .. @z—a; ay— al]T_1 (2.15)

2.14.3. Calculo de la matriz K utilizando la formula de Ackermann
En términos del polinomio caracteristico de lazo cerrado deseado a(s), el vector de

ganancia de retroalimentacion de estado viene dado por:
K=1[00..0 1]P ta(4) (2.16)

Aqui P = [B AB A?B ... A" 1B] es la matriz de controlabilidad para el par controlable

(A,B) con inversa P~! y a(A) representa:

a(A) = A" + a1 A" + o+ A% + a A + apl (2.17)
Lo que produce una matriz n X n [16].

2.15. Diseno de servosistemas de control

2.15.1. Disefio de un servosistema de tipo 1 cuando la planta no tiene integrador

Si la planta no tiene integrador (planta de tipo 0), el principio basico del disefio de un
servosistema de tipo 1 es insertar un integrador en el camino directo entre el comparador de error

y la planta [4].

Aqui presentamos una metodologia de disefio de servomecanismos que combina el enfoque
clasico de agregar un término de error integral para obtener un sistema tipo I que produzca un error
de seguimiento de estado estacionario cero para las entradas de referencia de escalon con nuestros
métodos para el disefio de retroalimentacion de estado que ofrecen estabilidad de circuito cerrado

y caracteristicas deseables de respuesta transitoria [16].
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Este enfoque es robusto con respecto a la incertidumbre en la ecuacion de estado de bucle
abierto en el sentido de que el rendimiento de seguimiento de estado estacionario se conserva

siempre que se mantenga la estabilidad de bucle cerrado [16].

En esta seccion nos enfocamos en el caso de una sola entrada y una sola salida e imponemos

las siguientes suposiciones adicionales:
Suposiciones
1. La ecuacion de estado de lazo abierto, es decir, el par (A, B), es controlable.
2. La ecuacion de estado de lazo abierto no tiene polo/valor propio en s = 0.
3. La ecuacion de estado de lazo abierto no tiene cero en s = 0.

Nuestra ley de control serd de la forma:

E=1) -y (2.18)
u(t) = —Kx(t) + k;&(t) (2.19)

En la que r(t) es la entrada de referencia de paso que debe seguir la salida y(t). Al establecer

la derivada temporal & (t) para igualar el error de seguimiento r(t) — y(t), vemos que &(t) representa

la integral del error de seguimiento [16].
Tomando las transformadas de Laplace para la condicion inicial cero £(0—) = 0 da
s&(s) = R(s) —Y(s) = E(s)
$(s) =2 (2.20)

Lo que indica que el término de error integral introduce un polo en lazo abierto en s = 0.
El supuesto 2 esta en su lugar, de modo que la funcién de transferencia asociada con la ecuacion
de estado en lazo abierto no aporta un polo en s =0, en cuyo caso no se requiere la nueva variable
de estado &(t). El supuesto 3 evita que el polo en s = 0 introducido por la ley de control sea

cancelado por un cero en s = 0. Por lo tanto, se garantiza que el término de error integral en la ley
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de control produce un sistema tipo I [16].

El resto de la ley de control se puede escribir como:

®

a5 (2.21)

u@© = -k k]

Que interpretamos como una ley de retroalimentacion de estado que involucra el vector de

estado aumentado (n +1)-dimensional que consiste en el vector de estado de bucle abierto x(t)
junto con la variable de estado del integrador &(t). El diagrama de bloques del sistema de lazo
cerrado asociado se muestra en la figura 2.12, donde "Planta A,B" se refiere a la ecuacion

diferencial de estado de lazo abierto [16].

La interconexiéon de la ley de control de retroalimentacion y la planta de lazo abierto

produce la ecuacion de estado de lazo cerrado (n + 1)-dimensional:

(O] _A- ,
ol -b 22 ) e
yo=i iy
k, O L ageant- 0. ¢ [PV,
K

Figura 2.12. Servosistema de control de tipo 1.
Fuente: [16]

La estabilidad de bucle cerrado y el rendimiento de la respuesta transitoria se rigen por los

(n + 1) valores propios de la matriz dindmica del sistema de bucle cerrado (n+ 1) X (n+ 1):

Sl B A B (2.23)

Publicacion autorizada con fines académicos e investigativos

En su investigacion no olvide referenciar esta tesis




UNIVERSIDAD

REPQSITORIO DE CATOLICA

TESIS UCSM —&  DE SANTA MARIA

Para colocar arbitrariamente estos valores propios de lazo cerrado, requerimos que:

(A)

Sea un par controlable [16].
Obsérvese que si la matriz:
[A B
—-C 0
Tiene rango n+l1, entonces el sistema definido por la ecuacion (2.22) es de estado

completamente controlable [4].

2.16. Control optimo

Los problemas de control 6ptimo son de gran interés para los ingenieros de control. Un
sistema de control dptimo- un sistema cuyo disefio “optima” (minimiza o maximiza segun sea el
caso) el valor de una funcion seleccionada como el indice de desempeiio, difiere de uno ideal en
que el primero es mas alcanzable en presencia de restricciones fisicas, mientras que el ultimo bien

puede ser un objetivo inalcanzable [13].

2.16.1. indice de desempeiio

Al disefiar un sistema de control 6ptimo o un sistema regulador Optimo, se necesita
encontrar una regla para determinar la decision de control presente, sujeta a ciertas restricciones,
para minimizar alguna medida de la desviacion de un comportamiento ideal. Dicha medida es
provista, generalmente, por el indice de desempefio seleccionado que es una funcioén cuyo valor se
considera una indicacion de que tanto se parece el desempefio del sistema real al desempefio
deseado [13].

2.16.2. Regulador 6ptimo cuadratico lineal
En esta seccion se presentard el que quizds sea el controlador LQR moderno mas

importante. Este es un controlador de bucle cerrado lineal MIMO. Se supone que el sistema es

lineal pero posiblemente variable en el tiempo [15].
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Es descrito por la ecuacion de estado:

x = A()x(t) + B(Ou(t) (2.24)

Se requiere que el controlador minimice un indice de desempefio de la forma:

J@) = 3xT(€)S(e)x () +5 [ (xT(ORx () + u(®©)TRu(b))de (2.25)

El tiempo final es fijo, pero ahora se permite que el estado final se desvie de cero. Se inserta
en el indice de rendimiento con una matriz de ponderacion semidefinida positiva S(tl),

S(ty) = 0[15].

Se supone que las matrices de ponderacion de las sefales de control y de estado son

semidefinidas positivas y definidas positivas, respectivamente:
R, (t)=0 yR,(t) =0, vt
Podemos escribir también:
A(t) = P()x(t) (2.26)
La sefal de control vendra dada por la ecuacion:
u(t) = —R; 1) BT (t)P(t)x(t) (2.27)

La ecuacion (2.27) muestra que el vector de control se deriva del vector de estado. En otras
palabras, se ha establecido un control de bucle cerrado que es muy conveniente desde el punto de
vista de las aplicaciones. El problema restante es determinar la matriz P(t). Esta matriz debe

obedecer a una ecuacion diferencial que se sigue de derivar (2.26) con respecto al tiempo [15].

At) = P(H)x(t) + P()x(t) (2.28)

Esta ecuacion tiene solucion para todo x(t) si P(t) obedece a la ecuacion diferencial:
—P(t) = P(DA() + AT(£)P(t) — P()B(t)R; 1 (t)BT ()P(t) + R (t) (2.29)

Esta importante ecuacion diferencial se conoce como la ecuacion de Riccati. La ecuacion
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de Riccati es un conjunto acoplado de n? ecuaciones diferenciales no lineales de primer orden,
definidas en el intervalo t, <t < t; con n? condiciones de contorno en el tiempo final t;. La
conclusion de lo anterior es que, en condiciones bastante flexibles, la ecuacion de Riccati tendra
una solucion real y, a partir de esto, se puede diseiiar un controlador que minimice el indice de

rendimiento cuadratico [15].

Observando que en general la ecuacion de Riccati tiene solucion tinica, se puede concluir
que el controlador 6ptimo para el problema del regulador cuadratico lineal tiene solucidon tnica en

forma de una sefial de control que es un controlador de retroalimentacion de estado:
u(t) = —K(@)x(t) (2.30)

La ganancia de retroalimentacion dependiente del tiempo K(t) se denomina ganancia LQR
(Regulador cuadratico lineal) o ganancia 6ptima del regulador y se puede deducir de la ecuacion

(2.27) que es:
K(t) = R; ()BT (t)P(t) (2.31)

La figura 2.13 muestra el diagrama de bloques de retroalimentacion de estado para el
regulador LQR. Se ve que, en general, la ganancia LQR dependera del tiempo incluso cuando el
sistema es LTI y la funcion de costo tiene matrices de peso constante. Y el valor 6ptimo (minimo)

del indice de rendimiento se puede encontrar como [15]:

Jmin = 5 %7 ()P ()% (t0)

K@®O=R,'® B7(0) P()
—P() =POA() + AT(OP(0) - POBOR:* (0B ()P + R1(n)

Figura. 2.13. Regulador cuadrdtico lineal de lazo cerrado

Fuente: [15]
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2.16.2.1. Regulador optimo cuadratico en estado estacionario

El controlador LQR de bucle cerrado de la seccion 2.16.2 es el controlador 6ptimo que
minimiza el indice de rendimiento en un intervalo de tiempo finito [t0, t1]. Como se ha demostrado,
esto conduce a una matriz de ganancia LQR variable en el tiempo que se puede calcular fuera de

linea. En la mayoria de los casos, es mas conveniente tener una matriz de ganancia constante [15].

Por lo tanto, seria interesante observar un problema de control dptimo con un indice de

rendimiento que se extiende hasta el infinito:

J@) = lim [f¢ (TOR(©) + w@ORu(®)dt] (2:32)

Suponga ademas que el sistema es invariante en el tiempo:
x = Ax(t) + Bu(t)

De modo que se supone que todas las matrices son constantes y R;>0 y R, > 0.

Dado que el problema con los controladores LQR estandar es mover los estados
incrementales al estado cero de manera 6ptima, el vector de estado x(t) se aproximara al vector
cero conforme t; — oo si el sistema de lazo cerrado es estable. Por lo tanto, no tiene relevancia
incluir aqui un término de estado final. Esto es lo mismo que establecer S(t1) = 0 en la ecuacion

(2.25).

Dado que el sistema es invariante en el tiempo, el valor J,,;, debe ser independiente del
tiempo inicial t,, lo que significa que la matriz P debe ser constante. [15] Esto implica que P = 0

y la ecuacion de Riccati se reduce a:
0=ATP +PA+ R, — PBR;'BTP (2.33)
Este es un conjunto de ecuaciones algebraicas no lineales (cuadraticas) acopladas. Es una

practica comin llamar a esta ecuacion la ecuacion algebraica de Riccati (ARE), aunque ya no es

una ecuacion diferencial. La solucion constante limite se denota como P, [15].
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La ecuacion (2.33) puede tener multiples soluciones, pero se puede demostrar que solo una
de ellas es semidefinida positiva (siempre que el sistema sea estabilizable) y esa solucion en

particular conduce al valor minimo del indice de desempefio:

1
Jmin = Exgpwxo (2-34)

La matriz de ganancia de estado estacionario 6ptima se encuentra como antes como:

K., = R;'BTP, (2.35)

y la senal de control se convierte en:
u(t) = —Kyx(t) (2.36)
Una propiedad muy importante de los reguladores LQR es que el sistema de lazo cerrado

es estable bajo ciertas condiciones [15].
Teorema del regulador LQR continuo de estado estacionario
Para el sistema descrito por la ecuacion de estado invariante en el tiempo:

x = Ax(t) + Bu(t) (2.37)

Sujeto al siguiente indice de rendimiento:

J@) = [ (x" @©ORx(®) + uT (O)Ru(t))dt (2.38)
Entonces se cumple lo siguiente:

Si el sistema de la ecuacion (2.37) es estabilizable y el par de matrices (4,,/R;) es
detectable entonces la ecuacion algebraica de Ricatti tiene una unica solucion definida positiva.
Esta solucion P, conduce al valor minimo del indice de rendimiento. Entonces la ley de

retroalimentacion de estado resultante:
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u(t) = —Koox(t) = —R;'BTP,, (2.39)

Da un sistema asintoticamente estable en lazo cerrado. Este es probablemente uno de los
resultados méas importantes de la teoria de control moderna y uno que tiene consecuencias de largo

alcance para el disefio de sistemas de control dptimos [15].

2.17. Ruido blanco y ruido blanco gaussiano

2.17.1. Densidad espectral de potencia

Considere un proceso aleatorio X(t) con funcién de autocorrelacion Ry (7). Definimos la
densidad espectral de potencia (PSD) de X(t) como la transformada de Fourier de Ry(7) [17].
Denotamos la PSD de X(t), por Sy (f). Mas especificamente, podemos escribir:

Sx(f) = F{Ry(D} = [ Ry()e 2™Tdr (2.40)

Donde: j = v—1.

De esta definicion, podemos concluir que Ry(7) se puede obtener mediante la

transformada inversa de Fourier de Sy (f) [17]. Es decir
Ry(D) = F7{Sy (N} = [, Sx (e ™ df (2.41)

Si X(t) es un proceso aleatorio de valor real, entonces Ry () es una funcion de valor real
par de 7. De las propiedades de la transformada de Fourier, concluimos que Sy (f)también tiene
un valor real y es una funcion par de f[17]. Ademas, de lo que discutiremos mas adelante, podemos

concluir que Sy (f) no es negativo para todo f.

1.Sx(—f) = Sx(f), para todo f
2.5x(f) = 0, para todo

Antes de continuar, intentemos comprender la idea detras de la PSD (densidad espectral de

potencia). Para hacerlo, elijamos 7 = 0. Sabemos que la potencia esperada en X(t) estd dada por:
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E[X(£)?] = Ry (0) = [~ Sx(f)e?™ ©gdf

E[X(®©)?] = [ Sx(Hdf (2.42)

Concluimos que la potencia esperada en X(t) se puede obtener integrando la PSD de X(t).
Este hecho nos ayuda a comprender por qué Sy (f) se denomina densidad espectral de potencia.
De hecho, como veremos en breve, podemos encontrar la potencia esperada de X(t) en un rango
de frecuencia especifico integrando la PSD sobre ese rango especifico, como ejemplo se muestra

la grafica de la PSD de una sefial aleatoria en la figura 2.14 [17].

Paweer Spectral Densty Estimate via Welch
43 . r : T
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Figura 2.14. Densidad espectral de potencia de una sefial aleatoria en la banda de 0
kHz — 20kHz estimada mediante el método de Welch
Fuente:https://es.wikipedia.org/wiki/Densidad_espectral

2.17.2. Ruido blanco

Un proceso aleatorio muy utilizado es el ruido blanco. El ruido blanco se utiliza a menudo
para modelar el ruido térmico en sistemas electronicos. Por definicion, el proceso aleatorio X(t) se

denomina ruido blanco si S,(f) (densidad espectral de potencia) es constante para todas las
. .« No .
frecuencias. Por convencion, la constante generalmente se denota por ~ > S¢ muestra un ejemplo

de un ruido blanco en la figura 2.15 [18].
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Ruido blanco

o » [ 0 ) 120 160 10 w0 20

Muestas
Figura 2.15. Ruido blanco
Fuente: http://rstudio-pubs
static.s3.amazonaws.com/376836_c103b9440e9c4e60a9fbld58d5a3f224. html

El proceso estocastico X(t) se denomina proceso de ruido blanco si:
Sy (fIn= %, para todo (2.43)

Antes de continuar, calcularemos la potencia esperada en X(t). Tenemos:

E[X()?] = f Se(Ndf

EIX(0)?] = [, 2df = (2.44)

Por lo tanto, el ruido blanco, como se define anteriormente, tiene una potencia infinita. En
realidad, el ruido blanco es una aproximacion al ruido que se observa en los sistemas reales [18].
Para comprender mejor la idea, considere los PSD (densidad espectral de potencia) que se

muestran en la figura 2.16.
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(a) . PSD of thermal noise
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Figura 2.16 (a): PSD del ruido térmico, Parte (b) PSD del ruido blanco.

Fuente: [18].

La parte (a) de la figura 2.16 muestra como se veria la PSD real de un ruido térmico. Como
vemos, la PSD no es constante para todas las frecuencias; sin embargo, es aproximadamente
constante en el rango de frecuencia que nos interesa. En otras palabras, los sistemas reales estan
limitados en banda y funcionan en un rango limitado de frecuencias [18]. Para el rango de
frecuencia que nos interesa, las dos PSD (la PSD en la parte (a) y la PSD del ruido blanco, que se

muestran en la parte (b) de la figura 2.16) son aproximadamente iguales [18].

2.17.3. Ruido blanco gaussiano

El ruido blanco Gaussiano sera aquel cuya funcion de densidad responde a una distribucion
normal. Gaussiano se refiere a la distribucion de voltaje de la fuente de ruido. Blanco es la fuente
de ruido de potencia de densidad espectral, que es idealmente plano con la frecuencia. En realidad,

en algiin punto -debido al desfase- hay una reduccion en el nivel de ruido medible [19].

El ruido térmico en los sistemas electronicos generalmente se modela como un proceso de

ruido blanco Gaussiano. Por lo general, se asume que tiene una media cero p, = 0 y es gaussiano

[18].

El proceso aleatorio X(t) se denomina proceso de ruido blanco Gaussiano si X(t) es un

proceso aleatorio gaussiano estacionario con media cero, 4, = 0 y densidad espectral de potencia

plana [18].
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Sx(f) = %, para todo f

Dado que la PSD (densidad espectral de potencia) de un proceso de ruido blanco esta dada

por Sy (f) = % , su funcion de autocorrelacion esta dada por:
Rx(®) = F1()
Ry(r) = 28(v), (2.45)
Donde 6(7) es la funcion delta de Dirac:

i oo x=0
‘g {0 otro caso (2.46)

Esto nuevamente confirma que el ruido blanco tiene una potencia infinita, E[X(t)?] =
R4 (0) .También notamos que Ry (7) = 0 para cualquier T # 0. Esto significa que X(t;) y X(t;) no
estan correlacionados para cualquier t; # t,. Por lo tanto, para un ruido Gaussiano blanco, X (t;)
y X(t,) son independientes para cualquier t1 # t2. El ruido blanco gaussiano se puede describir
como el "derivado" del movimiento browniano. El movimiento browniano es un proceso aleatorio

importante [18].

2.18. Variable aleatoria y procesos estocasticos

2.18.1. Variable aleatoria

Una variable cuyo valor estd determinado por el resultado de un experimento al azar se
denomina variable aleatoria (va). Las variables aleatorias se denotan usualmente por las letras
mayusculas X, Y, Z, y asi sucesivamente, y los valores que toman se denotan por letras minusculas,

X, Yy, z, etcétera [20].

Una variable aleatoria puede ser discreta o continua. Una va discreta adquiere s6lo un
numero finito (o infinito contable) de valores. Por ejemplo, al lanzar dos dados, cada uno numerado
del 1 al 6, si definimos la variable aleatoria X como la suma de los nimeros que aparecen en los
dados, entonces X toma uno de los siguientes valores: 2, 3,4, 5, 6, 7, 8,9, 10, 11 o 12; por tanto,

se trata de una variable aleatoria discreta. Una va continua, por su parte, es una variable que puede
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tomar cualquier valor dentro de un intervalo de valores. Asi, la estatura de un individuo es una
variable continua —por ejemplo, en el intervalo entre 152.4 y 165.1 centimetros— y puede

adquirir cualquier valor, segln la precision de la medicion [20].
a. Funcion de densidad de probabilidad (FDP)
a.1. Funcion de densidad de probabilidad de una variable aleatoria continua

Sea X una va continua. Entonces, se dice que f(x) es la FDP de X si se satisfacen las

siguientes condiciones:
fx)=0

JZ f)dx =1 (2.47)
b
f f)dx=P(a<x<bh)

Donde f(x)dx se conoce como el elemento probabilistico (la probabilidad asociada a un
pequefio intervalo de una variable continua) y donde P(a < X < b) significa la probabilidad de que

X se encuentre en el intervalo a a b.

Geométricamente, tenemos la figura 2.17. Para una va continua, en contraste con una va
discreta, la probabilidad de que X tome un valor especifico es cero; la probabilidad para tal variable

solo se mide sobre un rango o intervalo dado, como (a, b) que aparece en la figura 2.17 [20].

P(a<X<bh)

Nota: [ f(x)dx = 0.
Figura 2.17. Funcion de densidad de una variable aleatoria continua

Fuente: [20]
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a.3. Caracteristicas de las distribuciones de probabilidad

Una distribucion de probabilidades a menudo se resume en términos de algunas de sus
caracteristicas, conocidas como momentos de la distribucion. Dos de los momentos mas comunes

son la media, o valor esperado, y la varianza [20].
a.3.1. Valor esperado

El valor esperado de una va continua se define como:
EQX) = [ xf(x)dx (2.48)

La uinica diferencia entre este caso y el valor esperado de una va discreta es que el simbolo

de sumatoria se reemplaza por el simbolo de integral [20].
a.3.2. Varianza

Sea X una variable aleatoria y sea E(X) =p. La distribucion o dispersion de los valores de

X alrededor del valor esperado se mide por la varianza, la cual se define como:
var(X) = 62 = E(X — p)? (2.49)

La raiz cuadrada positiva de 67, gy, se define como desviacion estandar de X. La varianza
o la desviacion estdndar da una indicacion de qué tan cercanos o dispersos estan los valores

individuales de X respecto del valor de su media [20].
La varianza definida anteriormente se calcula de la siguiente forma:

var(X) = ffooo X — w?f(x)dx si X es una va continua
a.3.3. Covarianza

Sean X y Y dos va con medias uy y Uy, respectivamente. Entonces, la covarianza entre las

dos variables se define como:

cov(X,Y) = E{(X —ux)(Y — uy)} = E(XY) — pxpy
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Se observa con facilidad que la varianza de una variable es la covarianza de dicha variable

con ella misma.

La covarianza se calcula de la siguiente manera:
cov(X,Y) = f f X = ux)(Y — py) f(x, y)dxdy

cov(X,Y) = = [7 XYf(x,y)dxdy — uxuy (2.50)
si X y Y son variables aleatorias continuas [20].
b. Distribucion normal
La mas conocida de todas las distribuciones de probabilidad tedricas es la distribucion
normal, cuya forma de campana es familiar para quien tenga un minimo conocimiento estadistico.

Se dice que una variable aleatoria (continua) X estd normalmente distribuida si su FDP tiene la

siguiente forma [20]:

2
&) = —=eap(—3 545 —0 <x <o (2.51)
—30 —20

68% (aprox )
~«———95% (aprox.) ————|
99.7% (aprox. )

Figura 2.18. Areas bajo la curva normal

Fuente: [20].

Donde p y 02, conocidos como parametros de la distribucidn, son la media y la varianza

Publicacion autorizada con fines académicos e investigativos

En su investigacion no olvide referenciar esta tesis




UNIVERSIDAD

REPQSITORIO DE CATOLICA

TESIS UCSM —~&  DE SANTA MARIA

de la distribucion, respectivamente. Las propiedades de esta distribucion son las siguientes:

1.Es simétrica alrededor de su valor medio.

2. Aproximadamente 68% del 4rea bajo la curva normal se encuentra entre los valores de
1 £ o, alrededor de 95% del area se encuentra entre p + 26 y alrededor de 99.7% del area

se encuentra entre p + 36, como se ve en la figura 2.18.

3. La distribucion normal depende de dos parametros, p yo?. Por tanto, una vez
especificados, podemos encontrar la probabilidad de que X esté dentro de cierto intervalo

mediante la FDP de la distribuciéon normal [20].
Por convencion, denotamos una variable distribuida normalmente como
X~N(u,0?)

Doénde: ~ significa “distribuido como”, N significa distribucion normal y las cantidades en
los paréntesis son los dos parametros de la distribucion normal, a saber: la media y la varianza

[20]. Segun esta convencion:
X~N(0,1)
significa que X es una variable normalmente distribuida con media cero y varianza unitaria [20].

2.18.2. Procesos estocasticos

Un proceso estocastico es una regla que asigna a cada resultado de un cierto experimento
aleatorio € < S,F, P > una funcion, la cual depende de un determinado numero de variables, y del
propio resultado a € S obtenido del experimento (figura 2.19). El caso mds sencillo seria una
funcion de una unica variable, por ejemplo, el tiempo. En tal caso, un proceso estocéstico seria
una coleccion de funciones del tiempo, cada una de ellas asociada a cada uno de los resultados a

€ S. Pero, también, las variables podrian ser 2 y con significado de coordenadas espaciales [21].

En tal caso, un proceso estocastico podria ser una coleccion de imagenes estaticas, cada

una de ellas asociada a cada resultado del espacio muestral.
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Si fuesen tres variables, por ejemplo, dos espaciales y una temporal, podriamos considerar

un proceso estocastico como una coleccion de imagenes en movimiento [21].

xl(l) = X(t, a')

A S~

x50 = X(t, a)

A

T/ t

x3(l) = X(t, a)

Figura 2.19. Concepto de proceso estocastico. coleccion de funciones del tiempo o de
VAs

X(ty)

Fuente: [21].

El concepto de proceso estocéstico es muy similar al concepto de una VA(Variable
Aleatoria). Recuérdese que una variable era una funcion del espacio muestral en el cuerpo de los
numeros reales, de forma que para cada a € S obteniamos un nimero real X(a). No obstante, por
simplicidad en la notacion, nos hemos referido siempre a las VAs sin explicitar la dependencia
con el resultado a del experimento aleatorio. En el caso de los procesos estocasticos
(particularizados a funciones unidimensionales del tiempo) la dependencia es similar. A cada a €

S le asociamos una funcion del tiempo X(t, a).

De forma similar al caso de las VAs, denotaremos al proceso estocastico como X(t) dando
por sentado la dependencia con el resultado aleatorio [18]. No obstante, antes de eliminar de la
notacion esta dependencia, hagamos una ultima aclaracion. Para ello, tomaremos como base tanto
la figura 2.19 como el proceso estocastico Y(t, a) = Acos(w0t +@(a)), con @(a) una VA(Variable
Aleatoria) uniforme en un rango de 2m radianes, y el resto de los parametros involucrados

deterministicos [21].
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e X(t,a) con los dos parametros libres, es un proceso estocastico.
e X(t,a;) donde a; es un resultado concreto del experimento aleatorio,

Es decir, con la primera variable libre y fija la segunda, es una funcién deterministica del
tiempo. En este caso estamos ante una realizacion del proceso. Corresponderia en la figura 2.19 a

una cualquiera de las funciones xi(t).

Por su parte, en el proceso estocastico Y(t, a) tal particularizacion corresponderia a la
funcion del tiempo observada para el valor particular de la variable @(a;), por ejemplo,Y(t, a;) =
Acos(w0t + ). El equivalente en el caso de las VAs seria el haber observado un valor concreto
de la variable X, es decir, haber observado un niimero real. X(t0, a), donde t0 indica un instante de
tiempo concreto, es decir, con la primera variable fija y libre la segunda, seria una VA: en efecto,
el resultado para cada a € S seria un nimero real, lo cual corresponde en la figura 2.19 al conjunto
de nimeros que podriamos observar sobre la vertical de abscisa t = t0. Respecto del proceso Y(t,
a), fijado el instante temporal en t = t0 tendriamos Y(t0, a) = Acos(®0t0+@®(a)), funcion de la
VA(Variable Aleatoria) ®(a) y, por tanto, tendriamos una VA.

Por todo ello, una vision alternativa de un proceso estocastico es la de una coleccion de

VAs(Variables Aleatorias) indexadas por un indice continuo t [21].

La figura 2.20 muestra diez realizaciones diferentes de un proceso estocastico. Ellos son
todos diferentes, pero tienen apariencias bastante similares ya que se generan por el mismo

mecanismo aleatorio [22].

A SN ISNVIION
"\‘{.‘I’:\(Y‘"\ \' 4 \:\,(' >

O
Ay JR NN s
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3 0N
:\s\';/ GO A

K

Figura 2.20. Diez realizaciones diferentes del mismo proceso estocastico

Fuente: [22]
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2.19. Filtro de Kalman

2.19.1. Introduccion

En muchas situaciones practicas, muy pocos de los estados o funciones de los estados de
un sistema dindmico pueden medirse directamente sin error. En general, esto ocurre porque los
estados o las mediciones de los estados (0 mas comunmente, ambos) estan corrompidos por el
ruido. En tales casos, es razonable considerar el problema de encontrar una estimacion 6ptima de
todos los estados del sistema dadas las mediciones ruidosas de algunos o todos los otros estados.
Aqui "optimo" puede significar 6ptimo en el sentido de minimos cuadrados, varianza minima o

algun otro criterio de optimizacion [15].

Brevemente, esto se puede lograr forzando un modelo matematico de la dinamica del

sistema para seguir los estados de la planta o el objeto de control en si.

Los efectos del ruido de proceso se tienen en cuenta propagando efectivamente el ruido de
proceso a través del mismo modelo matematico y filtrandolo de las estimaciones de estado con un
peso que depende del ruido de medicién. Reconociendo que en realidad no se requiere una solucion
analitica, las ecuaciones diferenciales de estado y ruido se resuelven recursivamente para encontrar

las estimaciones de estado [15].

Uno de los modelos matematicos méas comunes y su algoritmo de supresion de ruido
asociado se denomina filtro de Kalman. Actualmente, la gran carga computacional que esto
implica a menudo se coloca en una computadora digital, pero en algunos casos también se puede

llevar a cabo utilizando métodos analdgicos.

Los filtros de Kalman se utilizan actualmente en muchos de los sistemas de control que
son familiares. Los sistemas de navegacion para aviones, barcos y naves espaciales basados en
tales filtros son muy comunes y las aplicaciones a los sistemas de navegacion para automoviles

estan actualmente en produccion en varias empresas.

Para usar el algoritmo de Kalman-Bucy de manera efectiva, se debe entender su método de
operacion. Esto es particularmente cierto cuando el algoritmo se va a aplicar a sistemas
discretizados. Para mostrar como funciona el algoritmo lineal original, la siguiente seccion

analizard y describira los filtros de Kalman continuos lineales [15].
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2.19.2. Filtro de Kalman continuo

Filtro de Kalman continuo de estado estacionario

Hasta ahora hemos discutido el disefio de un observador que ignora el "ruido" en el sistema,
es decir, asumimos que todas las entradas se dieron exactamente y todas las salidas se midieron
exactamente sin ningtn error. Pero en una situacion practica, las mediciones siempre se corrompen

con el ruido. Por lo tanto, es mas practico considerar un sistema con ruido [23].

En esta seccion, consideramos el problema de encontrar la estimacion 6ptima de estado
estacionario de los estados de un sistema estocastico. En concreto, se aborda el siguiente problema:

Considere el sistema estocastico:

x(t) = Ax(t) + Bu(t) + Fw(t) (2.52)

y(t) = Cx(t) + v(t)

Donde w(t) y v(t) representan "ruido" en la entrada y la salida, respectivamente. El
problema es encontrar la estimacion lineal X(t) de x(t) de todas las salidas pasadas y actuales

{y(s),s < t} que minimice el error cuadratico medio [23]:

E{llx(t) — 2(O)|I*}, parat — o (2.53)

Donde E{z} es el valor esperado de un vector z.
Se hacen las siguientes suposiciones:

1. El sistema es controlable y observable. Tenga en cuenta que la suposicion de
controlabilidad implica que el ruido w(t) excita todos los modos del sistema y la
observabilidad implica que la salida sin ruido y(t) = Cx(t) contiene informacion

sobre todos los estados.
2. Tanto w como v son ruido blanco, procesos estocasticos de media cero.
Es decir, paratodo t y s:

E(w(®)} =0 Ev(©)}=0 (2.54)
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E{w(@®wT(s)} =Ws(t —s) E{v(t)vT(s)} =Vé(t —s)

Donde: W y V son matrices de covarianzas simétricas definidas positivas y semidefinidas

positivas, respectivamente, y § (t — s) es la funcion delta de Dirac [23].
3. Los procesos de ruido w y v no estan correlacionados entre si, es decir:
E{w(®)vT(s)} =0 (2.55)

4. Elestado inicial x, es una variable aleatoria Gaussiana de media cero con matriz

de covarianza conocida, y no correlacionada con w y v. Es decir:
E{xy,} =0 (2.56)
E{xox}}=S§ E{xqwT ()} =0 E{x,vT(t)} =0
Donde S es la matriz de covarianza semidefinida positiva.

El siguiente es un resultado bien conocido (casi cldsico) sobre la solucion del problema
anterior utilizando una ecuacion algebraica de Riccati (ARE). Para una demostracion, véase

Kalman y Bucy (1961) [23].

Teorema: Bajo las suposiciones mencionadas, la mejor estimacion x(t) (en el sentido
lineal de minimos cuadrados medios) puede generarse mediante el filtro de Kalman (también

conocido como filtro de Kalman-Bucy).
x = (A—K;0)%(t) + Bu(t) + Kry (o) (2.57)

Donde: Ky = X,C"V~! y X, es la solucion simétrica definida positiva de la ecuacién

algebraica de Riccati (ARE):
AX + XAT — XCTV-ICX + FWFT =0 (2.58)

Definicion La matriz K, = X,C"V ™! es llamada matriz de ganancia de filtro .Nota: La

salida estimada y(t) es dada por y(t) = Cx(t).
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El error entre la salida medida y(t) y la salida estimada CX(t) viene dado por el residuo

r(t):
r(t) = y() — Cx(t)
Donde x(t) es generado por (2.57) [23].

En condiciones medianamente restrictivas, Ky proporciona una ganancia que hace que el
filtro de Kalman sea asintéticamente estable con A, = A — K;C. Dicho observador es un

observador de estado estacionario 6ptimo [15].

Este observador se usa a menudo en lugar de uno dependiente del tiempo, aunque su
rendimiento es menos que Optimo; solo es optimo en el sentido que su covarianza de error es
minima solo para tiempos grandes (o en estado estacionario) con respecto a todos los demas

observadores invariantes en el tiempo en el punto de operacion seleccionado [15].

En la figura. 2.21 se puede encontrar un diagrama de bloques de un filtro de Kalman

continuo:

vV, (0

AQ+QAT+B, VBT I—
u(r) + Y Q) il Q1)
UJ
| ec’v,'co |..=
1

L
X0 x() — 0
—» B
L}
Figura 2.21 Diagrama de bloques de un filtro de Kalman continuo convencional

Fuente: [15]

W/
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Se procede a explicar el diagrama de bloques del funcionamiento del filtro de Kalman de

la figura 2.21:

El proceso o sistema a filtrar debe ser lineal o linealizado. Se caracteriza por las matrices
dindmica, de control y de salida: A(t), B(t) y C(t) respectivamente. Ademas de la entrada de
control u(t), el sistema esta controlado por dos fuentes de ruido blanco vectorial, media cero,
normal e independiente. Estos son el ruido de proceso, v;(t), y el ruido de medida, v,(t), con
matrices de covarianza V4 (t) y V, (t) respectivamente. Se supone que estas matrices son conocidas

para el proceso a filtrar [15].

El filtro de Kalman en si se muestra en el centro y en la parte inferior de la figura. 2.21 y
tiene la misma forma que un observador de Luenberger con una ganancia L(t). Tiene dos
elementos principales: la estimacion de estado temporal/actualizaciéon de medicion y la covarianza
temporal/actualizacién de medicion. La actualizacion de la medicion de estimacion de estado
implica primero encontrar las innovaciones de salida o residuales e(t) = y(t) — C(t)x(t) =
y(t) — y(t) que son las diferencias entre las salidas del proceso, y(t) , y las estimaciones de las
salidas, y(t). El segundo paso es multiplicar las innovaciones con la matriz de ponderacion, L(t),

y agregar los resultados a la sumatoria del modelo de proceso [15].

Una de las contribuciones de Kalman fue mostrar que la ganancia que produce las
estimaciones de la varianza minima y el error de minimos cuadrados de los estados viene dada por
L(t) = Q(t)CT(t)V,(¢t)~L. Por lo tanto, otra forma de ver el filtro de la figura 2.21 es un
observador de Luenberger con una ganancia optimizada estocésticamente, la ganancia de

Kalman L(t) [15].

En la tabla 2.1 se resumen las ecuaciones de operacion del filtro de Kalman de tiempo continuo en
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estado estacionario:

Tabla 2.1 Filtro de Kalman de tiempo continuo.

Modelo de sistema y modelo de medida
x(t) = Ax(t) + Bu(t) + Fw(t)
y(t) =Cx(t)+v
x(0)~ (%o, Xo), w~(0,W), v~(0,V)
Suposiciones
{w(t)} y {v(t)} son procesos de ruido blanco no correlacionados con x(0) y entre si. R > 0.
Inicializacion
X:(0) = X,,%(0) =X, (2.59)
Actualizacion de covarianza del error
X; = AX; + X,AT + FWFT — X,CTV™1CX; (2.60)
Ganancia de Kalman
Kr = X,CTV 1 (2.61)
Actualizacion de estimacion de estados

X =A% + Bu + K;(y — C%) (2.62)

Fuente: [24]

Si todas las variables estadisticas son gaussianas, entonces el filtro de Kalman continuo
proporciona la estimacion Optima X(t). El filtro de Kalman continuo no se puede dividir en
actualizaciones de tiempo y medicion separadas; no hay una formulacion de "predictor-corrector"

en el caso de tiempo continuo [24].
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2.20. Control lineal cuadratico gaussiano (LQG)

El control lineal cuadratico gaussiano (LQG) es uno de los problemas mas fundamentales
de control 6ptimo, se refiere a sistemas lineales inciertos perturbados por ruido blanco gaussiano
aditivo,(es decir, no todas las variables de estado se miden y estan disponibles para la regeneracion)

y sometidos a control de objetos con funciones de costo cuadraticas [25].

El controlador LQG es simplemente la combinacion de un filtro de Kalman es decir, un
estimador lineal cuadratico (LQE) con un regulador lineal cuadratico (LQR). El principio de

separacion garantiza que estos puedan ser disefiados y calculados de forma independiente [25].

El problema del regulador cuadratico lineal (LQR) se ocupa de la optimizacién de una
medida de rendimiento para un sistema determinista. El problema del regulador cuadratico
gaussiano (LQG) se ocupa de la optimizacion de una medida de rendimiento para un sistema

estocastico [23].

En la figura 2.22 se muestra el diagrama de bloques del control LQG:

Wd System
b > ix=Ax+Bu+wd d
y =Cx

fEEEpTEaEsEETEEES T EEAESEEEE SN S EEERAaNnERES S S.n ™ "
a E
E LOR - Kalman E
' u=-Kx Filter ) -
[ ] |
: LQG :

Figura 2.22. Diagrama de bloques del controlador LOG

Fuente: [26]
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Para el calculo del Control Lineal Cuadratico Gaussiano tenemos la siguiente descripcion

matematica:

2.20.1. Problema de control lineal cuadratico gaussiano (LQG)

En esta seccion discutimos la planta estocdstica lineal:
x = Ax + Bu + Gw (2.63)

Con ruido blanco de proceso w(t)~N(0, Q) y x(t,)~N(X,, Py) una variable aleatoria. El

indice de rendimiento asociado es la forma cuadratica [24]:
J(&) = BT (O0®x() + uT (OROu®]dt + xT(t)Py(t)x(t)}  (2.64)

Que debe minimizarse en un horizonte de tiempo t, < t < t; donde, Q(t) = 0 R(t) =0
y P;(t;) = 0 son matrices de ponderacion simétricas.
Las matrices de planta y ponderacion pueden ser funciones del tiempo. Se desea determinar

el control ux(t) sobre [t0, t1] que minimice el costo esperado:

Jj(to) = E{J[x(to, tol} (2.65)
Con x(t1) libre y t1 fija. Esto se llama el problema de control gaussiano cuadratico lineal
(LQG) [24].

En el caso especial de un sistema invariante en el tiempo en estado estacionario, estas

expresiones se reducen a [27]:
] = Jim EG J; [xT (©)Qx(6) + uT ()Ru(t)]dt) (2.66)

Aqui, las matrices de ponderacion simétricas son Q > 0 y R > 0, y el valor esperado es

E{..}.
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En (2.66), el término x7 (t)Qx(t) representa la minimizacién de los estados y el término

ul (t)Ru(t) describe la minimizacion del tamafio de las entradas de control para el sistema [27].

2.20.2. Solucion del problema LQG utilizando filtro de Kalman
La solucion del problema LQG se obtiene combinando las soluciones del problema LQR
determinista y el problema de estimacion del estado 6ptimo usando el filtro de Kalman . El vector

de control u(t) para el problema LQG esta dado por [23]:

u(t) = —K.x(t) (2.67)
Donde:
(1)la matriz Kc es la matriz de retroalimentacion del problema LQR asociado, es decir:
K. =R BTX, (2.68)
X, Satisface la ecuacion algebraica de Riccati:
XA+ A"™X,+Q—-X.BR™IBTX, =0 (2.69)

(i) el vector X(t) es generado por el filtro de Kalman:
x = (A— K;O)%(t) + Bu(t) + Ky (t) (2.70)

La matriz de ganancia del filtro Ky = X,C"V~'y X satisface la ecuacion algebraica de

Riccati:
AX; +XfAT —XfCTV‘lCXf +FWFT =0 (2.71)

El disefio del controlador LQG a través del filtro de Kalman se ilustra en la figura 2.23.
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) Kalman
* filter

Figura 2.23. Disefio LOG via filtro de Kalman
Fuente: [23]
2.20.3. Principio de separacion del regulador LQG
En esta seccion, establecemos la propiedad de separacion LQG. Por conveniencia,

asumimos que G =1.

Las ecuaciones en el espacio de estados del regulador son:
% = (A—BK.— K:C)2(t) + K;y(t) (2.72)
u(t) = —K.x(t)
Definimos el vector de error:
e(t) = x(t) — x(t) (2.73)

De (2.72), (2.63) y (2.73), es facil obtener la matriz de lazo cerrado para el sistema de la
figura 2.22, lo cual nos da el modelo en el espacio de estados del sistema lazo cerrado. El modelo

en el espacio de estados del sistema regulado de lazo cerrado es:

ol=[70" aZkdlol+l wllel e
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Por lo tanto, los 2n valores propios de bucle cerrado son la unién de los valores propios de

A — BK_ y los valores propios de A — KC [23].

Ademas, si (A, B) es controlable y (A, C) es observable, entonces ambas matrices A —

BK .y A — K¢C.son estables. Sin embargo, la matriz A — BK; — K;C no es necesariamente estable

[23].

Observaciones:

e Aunque el sistema de lazo cerrado dptimo sera asintdticamente estable, el método
de disefio LQG descrito anteriormente no tiene las mismas propiedades que el
método de disefio LQR; de hecho, la mayoria de las buenas propiedades del disefio

LQR se pierden con la introduccion del filtro Kalman.

e En general, el disefio LQG tiene margenes de estabilidad mas bajos que el LQR,

sus propiedades de sensibilidad no son tan buenas como las del disenio LQR.

e Podria ser posible recuperar algunas de las propiedades deseables del disefio LQR
eligiendo los pesos apropiadamente. Esto se conoce como Loop Transfer Recovery

(LTR) [23].
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3. DESCRIPCION DEL SISTEMA Y MODELAMIENTO MATEMATICO
3.1. Modelo dinamico no lineal del sistema fisico

Se desarrollara el modelo matematico para el sistema fisico no lineal como es el péndulo
invertido sobre un carro para posteriormente realizar su linealizacion y obtener su representacion

en el espacio de estados.

3.1.1. Péndulo invertido sobre un carro

3.1.1.1. Descripcion del sistema fisico

El péndulo invertido sobre un carro es un servo mecanismo que consta de una varilla que
gira libremente por uno de sus extremos mediante una articulacion o pivote situado sobre una base
movil, a la que cominmente se le llama carro. Este Gltimo se mueve sobre una guia rectilinea
horizontal por la acciéon de una fuerza u, que es la accion de control con la que se pretende actuar
sobre la posicion del péndulo, como se muestra en la figura 3.1, donde la masa del péndulo se

concentra en el extremo superior de este [8].
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Figura 3.1. Esquema péndulo invertido sobre un carro

Fuente: Elaboracion Propia
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Donde:

e M: Masa del carro

m: Masa del péndulo

I: Longitud del péndulo

e u: Fuerza aplicada al carro

P: Punto de articulacion o pivote

6: Angulo del péndulo respecto a la normal

El sistema de péndulo invertido sobre un carro como el de la figura 3.1, es un sistema
mecanico subactuado, debido a que cuenta con una sola entrada de control y es de 2 GDL (grados
de libertad), estd compuesto por una varilla de masa despreciable de longitud “1”, la cual tiene
conectada en su extremo una bola de masa “m”, el brazo pendular puede rotar 360° sobre su eje,
ademas de que se encuentra montado sobre un carro de masa M que se desplaza a lo largo de la

direccidn X.

Para que se pueda implementar este prototipo en un laboratorio o en simulaciéon 3D, se
deben marcar los limites de la movilidad del péndulo y del carro utilizando un sistema de riel de
1.5 m de longitud sobre el cual se desplazara el carro accionado por un motor de corriente continua,

sosteniendo al péndulo en su punto de pivote.

En la figura 3.2 se muestra un esquema del prototipo de péndulo invertido sobre un carro,

en el cual se muestran las dimensiones y pardmetros mas importantes del sistema fisico.
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Figura 3.2. Esquema del prototipo de péndulo invertido sobre un carro

Fuente: Elaboracion Propia

En la tabla 3.1 se presenta una descripcion de los pardmetros del sistema mostrados en la

figura 3.2 y estos se utilizaran para obtener el modelo matematico.

Tabla 3.1 Parametros del sistema péndulo invertido sobre un carro

Simbolo Parametro Valor

Lp Longitud del péndulo 0.65m

Lc Longitud de riel 1.5m

M Masa del carro 1.5Kg

m Masa del péndulo 0.15Kg

B Friccion del carro 0.25 N*s/m

u Friccion del péndulo 0.018 N*s/rad
g gravedad 9.81 m/s"2

Fuente: Elaboracion Propia

En la siguiente seccion se realizard el modelado matematico del sistema fisico no lineal
con un enfoque energético utilizando las ecuaciones de Euler-Lagrange considerando los
parametros del sistema, posteriormente se realizard la linealizacion de dicho modelo para al final

obtener la representacion en el espacio de estados del modelo linealizado.
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3.1.1.2. Modelado matematico del sistema
El péndulo invertido sobre un carro es un mecanismo de 2GDL debido a que tiene dos
posibles movimientos independientes, los cuales son el desplazamiento del carro sobre el riel

caracterizado por la coordenada x(t) y el desplazamiento angular del brazo pendular 6(t).

Para realizar el modelado del sistema necesitamos identificar las coordenadas
generalizadas mediante el vector “q”, denominado también vector de posiciones generalizadas:

(= [-E

De igual manera se identificard el vector de fuerzas generalizadas, el cual también

corresponde con el nimero de grados de libertad del sistema:
Ql] F(t)
= = 3.2
¢ [Qz [ 0 ] (3-2)

En donde F(t) es la fuerza que se le aplica al carro en la direccién de desplazamiento x, la
segunda componente es cero debido a que no hay ningin torque que proporcione movimiento
independiente al brazo pendular, es decir la tnica forma de mover el angulo 6 es por medio del

desplazamiento del carro con masa M.

3.1.1.2.1. Descripcion cinematica

Para realizar la descripcion cinematica del sistema fisico se necesita establecer los ejes de
referencia x e y, ya que el movimiento del sistema es en el plano, nuestro interés es localizar las
particulas que representan al carro y a la masa puntual del péndulo, se muestra en la siguiente

figura un diagrama vectorial que nos ayudara a identificar las posiciones de las particulas.
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lcos(0)
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x(t) Isin(8)

Figura 3.3. Esquema vectorial del péndulo invertido sobre carro
Fuente: Elaboracion Propia

En base al esquema presentado en la figura 3.3 se determinardn las posiciones de cada

particula, el vector de posicion para la particula que representa al carro es:
. X
7=y (3.3)
Y el vector de posicion de la particula que representa a la masa puntual del péndulo es:

x + lsin(0)

T, = [ lcos(6) S

Para obtener el modelo matematico no lineal del sistema fisico con un enfoque energético
utilizaremos los principios de la mecanica de Euler-Lagrange, para ello necesitamos calcular la
energia cinética y la energia potencial de cada cuerpo que compone al sistema, debido a ello

procedemos a calcular las velocidades respectivas del carro y la masa puntual del péndulo:

Para el carro:

5 _ df X
V1= dt1 - [0] (3.3)
De lo cual se obtienen las componentes espaciales del vector ¥;:

Vi =X

Publicacion autorizada con fines académicos e investigativos

En su investigacion no olvide referenciar esta tesis




UNIVERSIDAD

REPQSITORIO DE CATOLICA

TESIS UCSM : DE SANTA MARIA

v1y=0

Se utilizaran las expresiones anteriores para calcular el cuadrado de la magnitud de la

velocidad del carro:
vi = vi, + v,
vi = (%)? (3.6)

Para la masa puntual del péndulo:

3, = ary _ lx + lcos(H)Hl (3.7)

at —Isin(6)6

Obteniendo las siguientes componentes espaciales del vector U,:
Vyy = X + lcos(6)6

v,y = —lsin(0)0

Con las expresiones anteriores se calculara el cuadrado de la magnitud de la velocidad de

la masa puntual del péndulo:
Vi =v5, + 3,
v=(x+ lcos(@)@)2 + (—Isin(6)6)?
v2 = (%)% + 2% x * (Icos(0)0) + 12 cos2(0) (6)? + 1% sin?(0) (6)>
v2 = (%)% + 2 * x * (Icos(8)8) + 12(8)?(cos?(8) + sin%(H))
v2 = (%)% + 2+ x * (Ilcos(0)6) + 12(6)? (3.8)
3.1.1.2.2. Analisis energético del sistema

La energia que compone el sistema estd dada por la energia cinética total y la energia

potencial total del sistema, las cuales se utilizaran para calcular el Lagrangiano del sistema, para
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ello enunciamos la energia cinética total del sistema como:
T=T,+T, (3.9)
Donde:
T.: Energia cinética del carro
T,: Energia cinética del péndulo
Entonces las expresiones para T y T, ,estan definidas por:

1

T, =S M(x)? (3.10)
T, = 2mv} (3.11)

La velocidad v, es la componente de velocidad total del péndulo, la cual fue calculada

en la seccidon anterior como v, ,entonces reemplazando (3.8) en (3.11), obtenemos:

T, = %m((x)z + 2% x * (Icos(8)8) + 12(6)?)

Desarrollando la expresion, obtenemos la energia cinética de péndulo:

T, = %m(a’c)z + milx0 cos(0) + %mlz(ﬁ')2 (3.12)
Reemplazando la ecuacion (3.12) en la ecuacion (3.9) obtenemos la expresion

correspondiente a la energia cinética total del sistema:

1 1 . 1 .
T = EM(J'C)Z + Em(a'c)z + mix6 cos(0) + Emlz(B)2

Haciendo una reduccién algebraica a la expresion anterior, obtenemos:

T=:
2

(M +m)(%)? + mlx6 cos(9) +>mi?(6)? (3.13)
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La ecuacion (3.13) representa la energia cinética total del sistema, es decir la energia

cinética del péndulo sumada a la energia del carro.

Ahora procedemos a obtener la expresion para la energia potencial del sistema fisico, para
ello calculamos la energia potencial del péndulo y la energia potencial del carro para luego
sumarlas y obtener la energia potencial total del sistema.

La energia potencial del péndulo esta dada por la siguiente expresion:

U, = mglcos(0) (3.14)

Y la energia potencial del carro est4 dada por:

U.=0 (3.15)

Entonces la energia potencial total del sistema fisico, queda expresada de la siguiente

forma:
Uu=U0U,+U, (3.16)
U = mglcos(0) (3.17)
3.1.1.2.3. Ecuaciones de movimiento

Para obtener las ecuaciones de movimiento, las cuales representan el modelo matematico
no lineal del sistema fisico, se procedera a realizar la formulacion del Lagrangiano, partiendo de

los principios de la mecédnica de Lagrange.

3.1.1.2.3.1. Mecanica de Lagrange
Se utilizaran los principios de la mecéanica de Lagrange, la cual describe el comportamiento
de las posiciones y velocidades articulares (angulares) de un sistema fisico. Este modelo puede ser

descrito en forma compacta como:
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M(@g+Clqq9)q+4g(@ =7 (3.18)

Donde:

M(q): Matriz de Inercia.

C(q, q): Matriz de Coriolis.

g(q): Vector de pares gravitacionales.
T: Vector de torques y fuerzas externas.

Asimismo, las ecuaciones de movimiento para este sistema, en funcion de las coordenadas

generalizadas x y 6,estan representadas por:

d (oL oL 3

E(E)_E_F_ﬁx (3.19)
d (JL JL .
21 (a5) ~ 3 =~ (3:20)

66, 9

Se debe recordar que “f” es la friccion del carro en su paso por los rieles del sistema y “u

es la friccion del brazo pendular.

Ademas, L representa el Lagrangiano del sistema, el cual se determina con la diferencia

entre la energia cinética y la energia potencial, es decir:
L s¥s U (3.21)

De las ecuaciones (3.19) y (3.20) se observa que se tienen dos ecuaciones diferenciales

vectoriales debido a que se esté tratando con un sistema de 2 GDL.

Para formular el Lagrangiano del sistema, se debe reemplazar las ecuaciones (3.13) y (3.17)

en la ecuacion (3.21), obtenemos lo siguiente:

L_1

T2

(M + m)(x)? + mlx6 cos(8) + %mlz(ﬁ')2 — mglcos(0) (3.22)

Ahora procedemos a aplicar las ecuaciones de movimiento (3.19) y (3.20) sobre la
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expresion del Lagrangiano, es decir calculamos las derivadas correspondientes a cada ecuacion

diferencial.

Para la primera coordenada generalizada q; = x(t), es decir para la ecuaciéon (3.19),

obtenemos:

oL_,
ox
2 = (M + m)i + mlf cos(6) (3.23)
d /0L . .. . 32
= (a) = (M + m)% + mlé cos(8) —mlsin(6) ()

Aplicando las ecuaciones (3.23) a la ecuacion (3.19), obtenemos:

(M + m)x + mlé cos(8) —ml sin(6) (9)2 =F - fx (3.24)

Para la coordenada generalizada g, = 6(t), es decir para la ecuacion (3.20),0btenemos:

daL .
i —mlx6 sin(0) + mglsin(6)
Z—g = mix cos(0) + mlI?(6) (3.25)
d (0L . ..
el il — .o _ . . 2
7t (69) mlX cos(0) — mlxsin(6) 6 + ml?(6)

Reemplazando las ecuaciones (3.25) en la ecuacion (3.20), obtenemos:
ml# cos(6) — mlx sin(0) & + ml?(8) + mlx6 sin(8) — mglsin(6) = —ub
ml# cos(0) + m1%(6) — mglsin(8) + b = 0 (3.26)

Las ecuaciones (3.24) y (3.26) son las ecuaciones que describen el movimiento del sistema
péndulo invertido sobre un carro, estas ecuaciones representan el modelo matematico no lineal del

sistema fisico. Una representacion matricial de estas ecuaciones estaria dada por:
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(M+m) ml cos(H)] [x] _ lF + ml6? sin(0) — Bx (3.27)
HE .

ml cos(8) ml? mglsin(0) — ué

3.1.1.3. Linealizacion alrededor de los puntos de equilibrio

Las ecuaciones de movimiento obtenidas para el péndulo invertido sobre un carro se
pueden manipular algebraicamente, a partir de la ecuacion (3.24) se puede obtener la siguiente
expresion:

_ _mlfsin(6) micos(®) x5 B . 1
(M+m) (M+m) (M+m) X+ (M+m) F (3.28)

Se requiere estabilizar al péndulo en la posicion vertical superior, debido a ello es necesario

mantener el angulo 8 pequefio, es decir 8 = 0 ,entonces se puede utilizar las aproximaciones:
sin(@) =6 , cos(8) =1y 60 =0 (3.29)

Con las aproximaciones mencionadas es posible linealizar el sistema cerca de la posicion

de equilibrio, en este caso tenemos las siguientes posiciones de equilibrio:
(x,0) = (0,0) (3.30)
(x,0) = (0,m) (3.31)

En la posicion (3.30) el brazo pendular se encuentra en la posicion vertical hacia arriba y

en la posicion (3.31) el brazo pendular se encuentra en la posicion vertical hacia abajo.

Utilizando las aproximaciones mencionadas se puede obtener una expresion lineal de la

ecuacion (3.28) de la siguiente manera:

i=—— g P 54 F (3.32)

(M+m) (M+m) (M+m)

De igual manera aplicando las aproximaciones y las condiciones de equilibrio a la ecuacion

(3.26), obtenemos la siguiente expresion:

ml# cos(0) + m1%(6) — mglsin(8) + b = 0
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T .y 1 , .
Dividiendo la ecuacion entre —y reordenando los términos obtenemos:

L uo
F+10—-go+ =0 (3.33)

Si sustituimos la ecuacion (3.32) en la ecuacion (3.33), obtenemos la siguiente ecuacion:

of— gy 41 —go+=0 (3.34)

T (M+m) . (M+m) (M+m)

Efectuando las operaciones algebraicas y despejando para 6 ,obtenemos lo siguiente:

—mL . U B . F _
<—+L)9+—9—gt9—(M+m)x+(M+m)—0

(M +m) ml
—mL . B Cu .
((M+m)+L)‘9‘(M+m)x‘ﬁ9+99‘(1w+m)
(Ml)é:ﬁx—%é+(M+m)ge—F

§=Ly_ Mtmu,  Mrmgg F (3.35)

Ml mMI12 Ml Ml

Las ecuaciones (3.32) y (3.35) representan el modelo matematico linealizado del sistema
péndulo invertido sobre un carro alrededor de los puntos de equilibrio, en la siguiente seccion se

procedera a realizar su representacion en el espacio de estados.

3.1.1.3.1. Representacion en el espacio de estados

Para realizar la representacion en el espacio de estados del modelo linealizado dado por las

ecuaciones (3.32) y (3.35) se asumiran las siguientes variables de estado:
X, =X,X,=% ,x=0 yx,=60 u=F (3.36)

La representacion en el espacio de estados estd dada por las ecuaciones:
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x =Ax + Bu (3.37)
y =Cx+Du

En donde A, B, C y D son matrices.

Entonces realizando la representacion en el espacio de estados para el sistema de péndulo

invertido sobre un carro, obtenemos lo siguiente:

X3 =0 =x, (3.38)

De las ecuaciones (3.32) y (3.35) obtenemos las expresiones para el vector de derivadas x,

reemplazando las componentes del vector en dichas ecuaciones obtenemos lo siguiente:

J'Cl = xz
S ml B L
REXE T m) T M+ m) (M +m)
X3 = x4, (339)

. _é_ﬁ M +m)u (M +m)g u
Y= E e T T M TRRERNYT

Con las ecuaciones (3.39) construimos el modelo en el espacio de estados:

. 0 1 0 0 0
o Iro B -~ ]I | ]I
X, = | T (M+m) (M+m) | X3 | M+m |
= + u (3.40)
X3 0 0 1 X3 0
X [0 B (M+m)g (M+m)uJ X4 _1
* 0 Ml Ml mMI2 Ml
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Para la ecuacion de salida tenemos:
X1
/1T 0 0 O07fx
y—[O 0 1 0][963 (3.41)
X4

Cabe resaltar que u es el vector de entrada del sistema , que en este caso es igual a la fuerza

F aplicada, y la matriz D del sistema tiene un valor de cero.
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CAPITULO IV

4. PROTOTIPADO DEL SISTEMA FiSICO
4.1. Diseiio de prototipo virtual en Solidworks© Professional

En este capitulo realizaremos la modelacion y el disefio del prototipo en tres dimensiones
del sistema fisico analizado en el capitulo III, para ello haremos uso del software Solidworks©
Professional, el cual estd disefiado para realizar prototipos en 3D de sistemas u objetos fisicos,
ademas de poseer la versatilidad y opcion de vincularse e interconectarse con otros software de
disefio para sistemas de control como por ejemplo, MATLAB®© , debido a esas razones se utilizara
este software para realizar el esquema, modelado y prototipado del sistema fisico analizado en el
capitulo anterior, para luego vincularlo con Simulink© de MATLAB®© teniendo como finalidad
realizar el disefio de los controladores propuestos para conformar los sistemas de control y

posteriormente analizar, verificar y comparar el desempefio de dichos sistemas.

4.1.1. Modelado 3D del sistema péndulo invertido sobre un carro
En esta seccion se procederd a realizar la modelacion 3D del prototipo péndulo invertido
sobre un carro, se dibujard y modelara cada pieza que compone al sistema y posteriormente se

realizard un ensamblaje de todas estas piezas.

Se agregaran las restricciones correspondientes al ensamblaje final, para establecer los

movimientos permitidos del sistema y asimismo los grados de libertad correspondientes al sistema.

4.1.1.1. Brazo pendular
Se muestra el disefio y modelado en 3D del brazo pendular del péndulo invertido con su

respectivo eje de movimiento y con la masa puntual acoplada en la parte superior de este:
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Figura 4.1. Brazo pendular del péndulo invertido
Fuente: Elaboracion Propia

Se muestra también las propiedades y parametros fisicos de la pieza modelada, a través

de la opcion propiedades fisicas de pieza de Solidworks© Professional:

@ propiecades fiics =

@ [Pendulo sLoPRT

Opdiones...

Reemplazar las propiedades de masa... | Recalcular
[Mincluir sélidos/componentes ocultos
[ crear operacion de centro de masa
[JMostrar masa de cordén de soldadura

Informar de valores e [ qteminago ]
relativos a:

Propiedades de masa de Pendulol
Configuracion: Predeterminado
Sistema de coordenadas: - predeterminado -

Densidad = 0.90 gramos por centimetro cibico
Masa = 151.42 gramos
Volumen = 168.05 centimetros cibicos
lArea de superficie = 392.52 centimetros cuadrados
(Centro de masa: ( centimetros )

X =000

Y=2161
Z=000

Ejes principales de inerciay momentos principales de inercia: ( gramos * centimetros cuadrados )
Medido desde el centro de masa.

Ix=(0.00, 1.00, 0.00)  Px=597.85

Iy =(0.00, 0.00, 1.00) Py = 86297.95

Iz=(1.00, 0.00, 0.00) Pz = 86785.92

Momentos de inercia: (gramos * centimetros cuadrados)
Obtenidos en el centro de masa y alineados con el sistema de coordenadas de resultados.
Lo = 86785.92 Ly = 006 La = 001
Lyx=0.06 Ly = 597.85 Lyz=028
Lzy=028 L2z = 86297.95
[Momentos de inercia: ( gramos * centimetros cuadrados)
Medido desde el sistema de coordenadas de salida.

boc = 157477.74 Iy = -0.03 bz = -0.01
= 0,03 Iy = 597.85 yz=-0.17
I = -0.01 Izy = 017 Iz = 156989.77

Figura 4.2. Propiedades fisicas del brazo pendular

Fuente: Elaboracion Propia
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Los parametros fisicos que se observan en la figura 4.2 han sido seleccionados de acuerdo
a los parametros del sistema fisico establecidos y mencionados en el capitulo III (tabla 3.1), sobre
todo la masa y la longitud del péndulo, para verificar las dimensiones del péndulo se muestra el

plano de disefio de la pieza mecanica:

8 7 & a 4 3 2 1

VISTA SUPERIOR
F BRAZO PENDULAR VISTA ISOMETRICA F

i

VISTA FRONTAL VISTA LATERAL

8 70,
&
D a ) D
2]

£200
60.50

PROYECTO DE TESIS

Brazo pendular

" Pendulo]

s 15140 o
8 7 & a 4 a 7 1

Figura 4.3. Plano de diserio del péndulo
Fuente: Elaboracion Propia

El cual se adjuntard con mayor detalle en la secciéon de Anexo I, se mostrara también las

propiedades del material personalizado.

Se selecciond un material personalizado de aluminio para cumplir de la forma mas precisa
con los parametros fisicos establecidos y generar el menor error e incertidumbre, y de esta manera
el prototipo 3D disefiado se parezca en lo mas posible al modelo matematico y no se presenten
problemas en la simulacién, ya que se exportara esta pieza a Simulink© y los parametros
fisicos(masa y longitud) deben ser lo mas preciso con respecto a lo establecido en el capitulo III,
esto debido a que el controlador fue disefiado en base a los parametros del modelo matematico,

solo de esta forma se conseguira observar el desempefio del sistema al momento de disefiar y
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probar el controlador. A continuacion, en la figura 4.4 se muestra las propiedades del material

seleccionado:

> [i3) solidworks DIN Materials Propiedades Apariencia Rayado Personalizado Datos de aplicacién Favoritc * | *

> solidworks materials Propiedades de material

e No se pueden editar los materiales en la biblioteca predeterminada. Para editar un
> [i8) sustainabity Extras material, copielo primero a una biblioteca personalizada.
v [i9) Materiales personalizados
> [ caucno Tipo de modelo: | Isotrépico eldstico lineal | [ Guardar tipo de modelo enlat
v Aluminio Unidades: Métrico (MKS) v
EE=——— Categoria
Nombre: Ini izado
Descripcién: | - ]
Origen: [ |
No definido
Propiedad Valor [unidades
Médulo elastico 20394.2 kgf/cm*2
I&eﬂd«u de Poisson 0394 N/D

Médulo cortante 3251.85519 kgf/cm~2

Densidad de masa 0.00121 kg/cm?3

Limite de traccion 305.913 kgf/emA2

Limite de compresion kgf/cm*2.

|Limite efdstico kgf/cmA2

|Coeficiente de expansion térmica r~C

|Conductividad térmica 0.000559197 cal/(cm:s-°C)

Figura 4.4. Propiedades fisicas del material del brazo pendular

Fuente: Elaboracion Propia

4.1.1.2. Carrito o movil

A continuacion, se muestra el modelado del carrito o vehiculo mdvil, al cual se le acoplara

el brazo pendular y se desplazard a través de la pista disefiada.

Figura 4.5. Carrito o vehiculo movil

Fuente: Elaboracion Propia

Se muestra las propiedades y parametros fisicos de la pieza modelada, a través de la opcion

propiedades fisicas de pieza de Solidworks© Professional:
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@ [Caro1SIOPRT
Opciones...
Reemplazar las propiedades de masa...  Recalcular
[ Incluir sélidos/componentes ocultos
[ Crear operacién de centro de masa
[ Mostrar masa de cordén de soldadura
Informar de valores de =
reiatiuns |~ Ppredeterminado —
Propiedades de masa de Carrol
Configuracion: Predeterminado
Sistema de coordenadas: -- predeterminado --
Densidad = 1210.0000 kilogramos por metro cibico
Masa = 1.5073 kilogramos
Volumen = 0.0012 metros cibicos
Area de superficie = 0.0867 metros cuadrados
Centro de masa: ( metros )
X = 0.0000
¥=00319
Z = 0.0000
Ejes pri deinerciay i de inercia: ( * metros )
Medido desde el centro de masa.
Ix = (1.0000, 0.0000, 0.0000) Px = 0.0019
ly = (0.0000, 0.0000, -1.0000) Py = 0.0054
1z = (0.0000, 1.0000, 0.0000) Pz = 0.0061
de inercia: ( * metros cuadrados )
Obtenidos en el centro de masa y alineados con el sistema de coordenadas de resultados.
0019 Ly = 0.0000 Lz = 0.0000
Lyx = 0.0000 Lyy = 0.0061 Lyz = 0.0000
Lzx = 0.0000 Lzy = 0.0000 L2z = 0.0054
de inercia: ( kil
Medido desde el sistema de coordenadas de salida.
boc= 00034 by = 0.0000 Ixz = 0.0000
Iyx = 0.0000 lyy = 0.0061 Iyz = 0.0000
Izx = 0.0000 Izy = 0.0000 12z = 0.0069

Figura 4.6. Propiedades fisicas del carro
Fuente: Elaboracion Propia

Los parametros fisicos que se observan en la figura 4.6 han sido seleccionados de acuerdo
a los parametros del sistema fisico establecidos y mencionados en la tabla 3.1, sobre todo la masa
y dimensiones del carrito, para verificar las dimensiones del carrito se muestra el plano de disefio

de la pieza mecanica:

8 z & o 4 a 2 I

CARRO DEL PENDLLO VISTA ISOMETRIC A
F VISTA SUPERIOR

L]

1600

500

_ ool

VISTA FRONTAL VISTA LATERAL

1 0 °

20.00

A

= =

Figura 4.7. Plano de diserio del carro

Fuente: Elaboracion Propia
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De igual manera que la pieza anterior se adjuntara el plano de disefio en la seccion de

Anexo I. Se mostrard también las propiedades del material personalizado:

Datos de aplicacion  Favoritc | *

> [i5) Soliorks DIN Materials i iencia Rayado

> solidworks materials Propiedades de material

e No se pueden editar los materiales en Ia biblioteca predeterminada. Para editar un

> [i8) sustainabilty Extras material, copielo primero a una biblioteca personalizada.

v [i5) Materiales personalizados
v [ caucho

= Caucho personalizado Unidades: Métrico (MKS)

Nombre: Caucho personalizado

Tipo de modelo: |Isotropico elastico lineal +| [ Guardartipo de modelo en la t

v

Descripaién: | -

Origen: I ‘

No definido
Propiedad Valor IUniﬂades
Médulo elastico 20394.2 kgf/emA2
Coeficiente de Poisson 0394 N/D
Mddulo cortante 3251.85519 kgf/emA2
rDensh‘hd de masa 0.00121 kg/cm3
Limite de traccion 305.913 kgf/cmA2
Limite de compresion kgf/cmA2
Limite elastico kgf/cmA2
Coeficiente de expansion térmica \~C
Conductividad térmica 0.000539197 cal/(cm-s-°C)

Figura 4.8. Propiedades fisicas del material del carro
Fuente: Elaboracion Propia
Se selecciond un material personalizado de caucho para cumplir de la manera mas precisa
con los pardmetros fisicos establecidos y generar el menor error posible. De tal manera que el
prototipo disefiado se asemeje lo mas posible al modelo matematico, ya que el controlador fue
disefiado en base a los parametros del modelo matematico, solo de esta forma se podra poner a

prueba el funcionamiento del controlador y observar el desempefio del sistema.

4.1.1.3. Pista o carril de desplazamiento

A continuacion, se muestra el modelado 3D de la pista o carril de desplazamiento, por

donde se desplazara el carrito llevando al brazo pendular sobre su punto de pivote.
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Figura 4.9. Pista o carril de desplazamiento

Fuente: Elaboracion Propia

Se muestra también las propiedades y parametros fisicos de la pieza modelada:

& oo =
@ [PitaSLOPRT
Opciones...
Reemplazar Ias propiedades de masa...| | Recalcular

[ indluir sélidos/componentes ocultos
[ Crear operacién de centro de masa
[JMostrar masa de cordén de soldadura

Informar de valores de [~y Lo <

relativos a:

Propiedades de masa de Pista
Configuracién: Predeterminado

Sistema de coordenadas: — predeterminado --
Densidad = 2700.0000 kilogramos por metro cibico
Masa = 14.6350 kilogramos

[Volumen = 0.0054 metros cibicos

|Area de superficie = 0.8202 metros cuadrados
Centro de masa:  metros )

X = 0.0000

¥=00170

Z = 0.0000

Ejes principales de inercia y momentos principales de inercia: ( kilogramos * metros cuadrados )
Medido desde el centro de masa.

Ix = (1.0000, 0.0000, 0.0000) Px = 0.0336
ly = (0.0000, 0.0000, -1.0000) Py = 5.8596
Iz = (0.0000, 1.0000, 0.0000) Pz =5.8774

[Momentos de inercia: ( kilogramos * metros cuadrados )
Obtenidos en el centro de masa y alineados con el sistema de coordenadas de resultados.
Lo = 0.0336 Lxy = 0.0000 b = 0.0000

Lyx = 0.0000 Ly = 5.8774 Lyz = 0.0000
Lzx = 0.0000 Lzy = 0,0000 L2z = 5.85%
de inercia: ( kil * metros.
[Medido desde el sistema de coordenadas de salida.
box = 0.0378 Ixy = 0.0000 bz = 0.0000
Iyx = 0.0000 lyy = 5.8774 Iyz = 0.0000
Izx = 0.0000 Izy = 0.0000 lzz = 5.8638

Figura 4.10. Propiedades fisicas de la pista
Fuente: Elaboracion Propia

Los parametros fisicos de la pista que se observan en la figura 4.10 han sido seleccionados

y calculados de acuerdo a los pardmetros del sistema fisico establecidos en la tabla 3.1, en el caso
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de la pista el pardmetro mas importante seria la longitud sobre la cual se va a desplazar el carrito,
los demas elementos de la pista solo se toman en cuenta como un soporte de la estructura del

prototipo.

Para verificar las dimensiones de la pista se muestra el plano de disefio de la pieza

mecanica:

=] 7 & & 4 a & 1

PISTA DEL PENDULO INVERTIDO

VISTA ISOMETRIC &

VISTA SUPERIOR

15.00

150.00 24.50

24.50

VISTA FRONTAL
VISTA LATERAL

:

"Pista del pendulo
invertido A

Jeacian 1060 - PiSiC]

oo 1464 Ks
=] 7 8 5 4 3 2 1

10.00

L=
#1.50

g@{&

Figura 4.11. Plano de diserio de la pista

Fuente: Elaboracion Propia

El cual se adjuntard con mayor detalle en la seccion de Anexo I, se mostrara también las

propiedades del material seleccionado.

Para la pista del péndulo invertido se selecciond como material la aleacion 1060 de
Aluminio, ya que no se considera como parametro importante la densidad y masa de esta pieza,
debido a que lo mas importante es que cumpla con las dimensiones en cuanto a la longitud de la
pista, y los demds elementos de la pista solo nos sirven como estructura de soporte para el

prototipo.

Publicacion autorizada con fines académicos e investigativos

En su investigacion no olvide referenciar esta tesis




UNIVERSIDAD

REPQSITORIO DE CATOLICA

TESIS UCSM — DE SANTA MARIA

De igual forma en la figura 4.12 se muestran las propiedades del material de la pista:

v solidworks materials A i iencia Rayado C Datos de aplicacién  Favoritc/ ¢ | *
> [iE) Acero Propiedades de material
> [i8) ierro matertl, copicloprimero s una bibloteca personaliada, |
v Aleaciones de aluminio
E Aleacién 1060 Tipo de mode Isotrépico elastico lineal Guardar tipo de modelo en la t
§E 1060-H12 Unidade Métrico (MKS) ™
8= 1060-H12 Barra (S5) o— Aleaciones de aluminio
8= 1060-H14

= Aleacién 1060
8= 1060-H16
8= 1060-H18
8= 1060-H18 Barra (SS)
8= 1060-0(53)

8= 1100-H12 Barra (55)
8= 1100-H16 Barra (S5)
¢

Definido

OE UL LT Propiedad hﬂ |Unidades
$= 1100-O Barra (S5) Médulo elastico 703599.9  |kgf/cmA2
8= Aleacién 1345 Coeficiente de Poisson 033 N/D

8= Aleacién 1350 'Fédnlo cortante "215—321.1 [kgf/em*2
8= 201.0-T43 Moldeo aislado (SS) Densidad de masa 0.0027 kg/cmA3
8= 201.0-T6 Moldeo aislado (SS) Limite de traccion 702.9432068  kgf/cm*2
8= 201.0-T7 Moldeo aislado (S5) e o mpTEE o kgt/am42
= Aleacién 2014 Limite elastico 281.1768748 | kgf/cm” 2.
2; Coeficiente de expansion térmica [ue-os C
= < témica [oare011 |aaliems=q

8= 201474

Figura 4.12. Propiedades fisicas del material de la pista

Fuente: Elaboracion Propia

Como se menciono se selecciond el material de aleacion de aluminio 1060 ya que no son
importantes las propiedades de densidad y masa de esta pieza, solo su longitud, por ende, los demas

elementos nos servirdn Unicamente como soporte del prototipo.

Después de haber disefiado y modelado las piezas mecédnicas con sus parametros y
propiedades fisicas establecidas de acuerdo al modelo matematico del sistema, procedemos a
realizar el ensamblaje de estas piezas para conformar el prototipo 3D final del péndulo invertido

sobre un carro.

4.1.1.4. Ensamblaje final

A continuacidn, se mostrara el proceso de ensamblado final del prototipo con las piezas
modeladas en las secciones anteriores, asumiendo las restricciones de movimiento
correspondientes al desplazamiento lineal del carro y al desplazamiento angular del brazo

pendular, con esto denotamos al sistema con 2 GDL (grados de libertad) o movimientos
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permitidos, ya que al realizar el ensamblaje se tiene que especificar las restricciones y los

movimientos permitidos para el sistema mecanico.

En la figura 4.13 se muestra el ensamblaje final del prototipo 3D del péndulo invertido

sobre un carro:

Figura 4.13. Disenio final del prototipo 3D del péndulo invertido sobre un carro
Fuente: Elaboracion Propia
Asicomo en cada pieza por separado, también se muestra las propiedades fisicas y de masa

del ensamblaje final:
(]

Ensamblaje_6x.SLDASM

Reemplazar las propiedades de masa... | Recalcular

e inercia y momentos principales de inercia: ( kilogramos * centimetros cuadrados )

= 594143257
- 594538918

8 mew
V

coordenadas de resultados.
.

0003
- 594538918

-58181.2803
Iyz = 34425.6967
Iz = 58181.2803 Izy = 34425.6967 12z = 71919.9943

Figura 4.14. Propiedades fisicas del ensamblaje final

Fuente: Elaboracion Propia
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Es importante recordar que estas propiedades deben coincidir con el modelo matematico
para luego poder introducirlas en Simulink© luego de importar el ensamblaje como se verd en la

siguiente seccion.

Para verificar las dimensiones del ensamblaje final del prototipo se muestra el plano de

disefio del ensamblaje final, el cual se vera a mayor detalle en la seccién de Anexo I.

g 7 & a 4 k<l - 1
PROTOTIPO PENDULC INVERTIDO SOBRE UN CARRO

VISTASUPERIOR

o

24.50

(i

150,00

24.50

VISTA ISOMETRICA

VISTAFRONTAL

D o> VISTA LATERAL D
$
1.90
o
=

fel
6200

i s
T
1
[
H
1.50
(1512 008
£.00

Proyects de Tasis
Profolipe Pendulo Invertido

Ersamblaje Final | #°

2 1

Figura 4.15. Plano de diseno del prototipo pendulo invertido
Fuente: Elaboracion Propia

El ensamblaje final estd compuesto por los materiales dados para cada pieza por separado

como se detallo en las secciones anteriores.

Ahora que ya se tiene el disefio y ensamblaje final del prototipo en 3D se procedera a
exportarlo a Simulink© de MATLAB© para posteriormente editar y configurar las propiedades
fisicas y mecdanicas del sistema fisico con el fin de poder aplicar los controladores disefiados en

MATLABO y observar la respuesta y el desempeio del sistema frente a diferentes entradas, ruidos
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y perturbaciones.

4.2. Vinculacion con Simulink© de MATLAB©O

En esta seccion se realizard la vinculacion del prototipo 3D mediante el complemento
Simscape Multibody Link© de MATLAB®© , para ello previamente se tienen que instalar algunos
plugins de MATLAB®© ftiles para la vinculacion con el software Solidworks© Professional, en
las siguientes subsecciones se detallard el procedimiento para exportar y luego vincular el prototipo
en 3D disenado en Solidworks© Professional hacia Simulink©,para luego aplicar los

controladores que se disefiaran en el siguiente capitulo.

4.2.1. Exportar prototipo a Simulink© de MATLAB©O
Para iniciar, primero exportamos desde Solidworks© como se muestra en la siguiente

figura:

F[E S[o[@

B nearesme s (eeerras Lesto se s slsseizn )

it

Figura 4.16. Exportar prototipo péndulo invertido a Simulink© de MATLAB©O

Fuente: Elaboracion Propia
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Como se muestra en la figura 4.16, nos dirigimos al meni Herramientas y a la opcion
Simscape Multibody Link, luego se despliega un mena y hacemos click sobre la opcioén “Export”
,Juego en “Simscape Multibody”, nos aparece una ventana para guardar el archivo con extension

“xml”, el cual contiene lo necesario para que MATLAB®O reconozca nuestro ensamblaje.

B Suandar coma Ed
4 1 ¢ Eseequpo o Diseolocal (B} + penduln sabd sl v o Fuss il sciid s
Coqueizar w B savpeks =~ 8
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|5 Decumentos
n B Cecrtorio Frsambdam | Froamblse Ip  Fresrblae It Fooamblse 1z Fresmblie_'tx  Freamblaje ? Frssriblaje &
= &= Imigenes g o 1 % B, L it
] e @ @ @ @ @ @
B Ojetes 30 —] — ——
B visens |
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Figura 4.17. Guardar archivo con extension .xml

Fuente: Elaboracion Propia

Nos aparece un mensaje como el siguiente, confirmandonos que el archivo ha sido

guardado en la ruta especificada

ARIREE B v - S8-D-

A
Figura 4.18. Mensaje de confirmacion de archivo .xml guardado

Fuente: Elaboracion Propia
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Adicionalmente en la ventana de comandos de MATLAB®© se genera un mensaje que

o

confirma que el archivo se ha guardado correctamente y que MATLAB®© podri leerlo.

£ MANTLAD Commend Window
Ta get started. type one of these: helpein. helpdesk, or dems.
For preduct information, visit www matiweorks.con.

Figura 4.19. Mensaje de confirmacion de MATLAB©

Fuente: Elaboracion Propia
Después de ello nos dirigimos a MATLAB®O en la ventana de comandos, nos ubicamos en

la carpeta en donde guardamos el archivo .xml y escribimos el siguiente comando

“smimport(‘nombre del archivo.xml’), asi como se muestra en la figura 4.20 :

g g g @ 25 et & | ES) L B i seenea R
New Open save L CoeRre ~ i GoTo - $ % bresiponts  Run  Runand [ Advance  Runand
- v e L T Advance = e
e | _ lereacromnts | —
i
© | [ Editor- SERVOLQG_IPSC_30p.m ® x

Command Window.
Sz >> smimporc (*Ensamblaje_u.xml’)

g
Figura 4.20. Importando archivo “.xml” desde MATLAB©

Fuente: Elaboracion Propia

Ejecutamos el comando y finalmente obtenemos el modelo del prototipo importado a

Simulink©, como se muestra en la siguiente imagen:
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Figura 4.21. Modelo del péndulo invertido exportado a Simulink©

Fuente: Elaboracion Propia
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Después de haber obtenido el modelo del prototipo convertido a Simulink©, procedemos
a ejecutar el archivo de Simulink© para ver la ejecucion del modelo 3D en la ventana de comandos
de MATLAB®O , para ello pulsamos en el boton “Run” y obtenemos lo siguiente:

| View convention: Zup 0V Top)  ~ ||| b M b A L4y 2
— sl

1AND TOOLBARS

® | [ Ed techanics Explorers - Mechanics Explorer-Ensamblaje_6u @ x

. 9@ e I @ % —— | me

Command Window. @

>> smimport ('Ensamblaje_6u')

Figura 4.22. Modelo del péndulo invertido ejecutado en la ventana de comandos

Fuente: Elaboracion Propia

Con el modelo del prototipo exportado a Simulink© y MATLAB®O, ya se puede aplicar y
poner a prueba los controladores que se disefiaran en el capitulo V, asi como ver el desempefio y

funcionamiento del sistema de control.

4.2.2. Exportar parametros fisicos al modelo de Simulink©

En esta subseccion se mostrarad como se trasladaron los parametros del modelo matematico
y del ensamblaje en Solidworks© al modelo importado en Simulink©, esta operacion es de vital
importancia, ya que solo asi Simulink© procesara el sistema que nosotros tomamos como base
para disefar los controladores y por ende solo funcionard si se han colocado adecuadamente estos

paradmetros fisicos en donde corresponden.
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Como se observo en la figura 4.21 se obtuvo el modelo del sistema fisico para Simulink©
, el cual proviene del ensamblaje realizado en Solidworks© , como se observa este modelo presenta
varios bloques necesarios para su funcionamiento, entre los cuales los mas importantes para llevar
a cabo la prueba y simulacion de los controladores disefiados son los que representan el
movimiento de las articulaciones del sistema, que en este caso son los bloques “Prismatic” y
“Revolute”, sobre los cuales se aplicara la sefal de control y se realizara la medicion de las

variables de estado del sistema.

Debido a que es un sistema de 2GDL este presenta dos movimientos en sus articulaciones
los cuales vienen representados por los bloques “Prismatic” (desplazamiento lineal) y “Revolute”

(desplazamiento angular), a continuacion, se detalla de forma resumida cada uno de estos bloques:

Articulacion prisméatica

Este bloque modela una articulacion con un grado de libertad traslacional, proporciona un

grado de libertad de traslacion.

Prismatic
Joint

Figura 4.23. Articulacion prismatica

Fuente: Elaboracion Propia
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Articulacion giratoria

El bloque Revolute Joint representa y modela una articulacién que posee un grado de

libertad de rotacion.

Revolute Joint
Figura 4.24. Articulacion giratoria

Fuente: Elaboracion Propia

Ahora se deben trasladar todos los pardmetros del modelo matematico y del ensamblaje a
los valores de los parametros fisicos del modelo en Simulink©, todos los parametros deben
coincidir tanto con el modelo matematico, la tabla 3.1 y el ensamblaje en Solidworks©. Se procede
a llenar los parametros de cada pieza dentro del modelo de Simulink©, empezaremos con el bloque

que representa al brazo pendular.

Para ello ingresamos a las propiedades del bloque haciendo doble click sobre este y nos

aparcce una ventana como se muestra en la imagen:

Pt | smEn

P ——

[

[ iReianHeddca0@ -

LUER LGS

¢ [Caneel| g oy

Figura 4.25. Parametros del solido péndulo en Simulink©

Fuente: Elaboracion Propia
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Debido a que importamos el modelo de un ensamblaje hecho en Solidworks© debemos
extraer todas las propiedades mecénicas de este, por ello en las propiedades de inercia
seleccionamos en la casilla “Type”, la opcion “Calculate from Geometry” y luego en la casilla

“Based on” seleccionamos “Mass”, y colocamos el valor de masa que nos entrega las propiedades

fisicas de Solidworks©.

Mardshl 3 IS

Represems 2 sol g combining 3 geameiry, 3% neria sns Mz 3 gaprics compenent, and
el B ncl -

& =
= . = 2 hmodadd W ® T
=
=)

Figura 4.26. Seleccion de propiedades de inercia para el solido péndulo
Fuente: Elaboracion Propia

Después de colocar el valor de la masa de la pieza le damos click en la opcion “Update”
para que calcule los demas parametros fisicos (“Derived values”) y asi obtener los parametros
respectivos que faltan para el s6lido dentro del modelo en Simulink©, asi como se muestra en la

siguiente imagen:
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Figura 4.27. Valores derivados de las propiedades de inercia para el solido

péndulo
Fuente: Elaboracion Propia

Para comprobar que los valores se trasladaron y calcularon bien se realiza la comparacion
entre los parametros del solido de Simulink© y los de la pieza en Solidworks©, si se realizd

correctamente, los valores deben ser idénticos, asi como se muestra en la imagen:

oK Cancer [l [aml

Figura 4.28. Comparacion de los parametros fisicos entre Solidworks© y Simulink©

Fuente: Elaboracion Propia
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Como se observa en la figura 4.28 el valor de los parametros fisicos entre el s6lido de
Simulink© y la pieza de Solidworks© son idénticos lo cual nos asegura que se traslad6 de forma
correcta el modelo de la pieza en Solidworks© a Simulink© y que cumple con los valores dados

en el modelo matematico.

De esta manera se procedio a llenar los valores de cada pieza en cada bloque de solido del
modelo exportado a Simulink©, para que de esta forma se adecue al ensamblaje y al modelo

matematico.

Después de llenar los valores de las piezas restantes del modelo en Simulink©, ahora
procedemos a llenar los valores que corresponden a las articulaciones como son los coeficientes
de friccion y las condiciones iniciales entre otros. Esto se realiza ingresando a las propiedades de
cada articulacion y modificando los valores de cada una de estas, para ello ingresamos al bloque

correspondiente a la articulacion prismatica e ingresamos los siguientes valores:

S Fiees 1752

©  SESERVOLOG IPSC 0p b 3 St Ficn 5 B

OmE U E S
il

2¥

Figura 4.29. Propiedades de la articulacion prismatica

Fuente: Elaboracion Propia
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Como se aprecia en la figura 4.29 se han llenado las propiedades de la articulacion
prismatica las cuales son “State targets”, “Internal Mechanics”, “Actuation”, “Sensing” de la

siguiente forma:

“State targets”: Activamos la casilla para las condiciones iniciales de desplazamiento y

velocidad lineal, las colocamos ambas en 0.

“Internal Mechanics™: Solo llenamos el valor correspondiente al coeficiente de friccion del

carrito, segun la Tabla 3.1 es § = 0.25 N * s/m, los demads valores los dejamos en 0.

“Actuation”: En la casilla “Force” (Fuerza) seleccionamos la opcion “Provided by input”
(Proporcionado por una entrada) y en la casilla “Motion” (Movimiento) seleccionamos la opcion

“Automatically Computed” (Calculado Automaticamente).

“Sensing”: Marcamos las casillas “Position” (Posicion) y “Velocity” (Velocidad) para que
pueda sensar la posicion y la velocidad de la articulacion y también porque son las variables de

estado que necesitamos.

De igual forma para la articulacion giratoria procedemos de la misma manera, como se

muestra en la imagen:
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Fuente: Elaboracion Propia

Como muestra la figura 4.30 se han llenado las propiedades de la articulacion giratoria de
igual forma que la articulacion anterior, se detalla a continuacion:

“State targets”: Activamos la casilla para las condiciones iniciales de desplazamiento y

velocidad angular, en este caso se colocara un desplazamiento angular inicial de 10°, por ello

colocamos 10 en la casilla correspondiente a la posicion, la velocidad angular inicial la dejamos

en 0.

“Internal Mechanics”: Llenamos el valor correspondiente al coeficiente de friccion del

brazo pendular, segun la Tabla 3.1 es ¢ = 0.018 N * s/m, los demas valores los dejamos en 0.

“Actuating”: En este caso en la casilla “Torque” seleccionamos la opcion “None”

(Ninguno) y en la casilla “Motion” seleccionamos la opcion “Automatically Computed”.

“Sensing”: De igual forma que la articulacion anterior, marcamos las casillas “Position”

(Posicion) y “Velocity” (Velocidad) para poder sensar estas variables de estado.
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Con esto queda configurado nuestro bloque de articulacion giratoria para poder sensar las

variables de estado que necesitamos.

Después de configurar los valores tanto de las piezas y de las articulaciones del modelo en
Simulink©, el modelo exportado queda listo para incluirlo como sistema fisico dentro del sistema
de control, para ello lo agruparemos en un subsistema y para comunicarnos, es decir enviar y
recibir sefiales utilizaremos los bloques “S PS” (Simulink© to Physical System) y “PS S”(Physical

System to Simulink© ) disponibles para utilizar en el Toolbox Simscape de Simulink© .

A continuacion, se detallard brevemente los bloques mencionados:

-
S PSP
—»

Simulink-PS
Converter

Figura 4.31. Bloque S-PS de Simulink©
Fuente: Elaboracion Propia
El bloque Simulink© -PS Converter convierte la sefial de entrada de Simulink© en una

senal fisica. Utilice este bloque para conectar fuentes de Simulink© u otros bloques de Simulink©

a las entradas de una red fisica de Simscape [28].

>‘
—>

PS-Simulink
Converter
Figura 4.32. Bloque PS-S de Simulink©

Fuente: Elaboracion Propia
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El bloque PS-Simulink Converter convierte una sefial fisica en una sefial de salida
Simulink. Utilice este bloque para conectar las salidas de una red fisica de Simscape a los

osciloscopios de Simulink© u otros bloques de Simulink© [29].

Finalmente, el modelo del sistema fisico modificado quedaria de la siguiente forma:

A= wpB

World

a
Pista_1_RIGID Pendulol_1_RIGID
Carro1_1_RIGID

Transform

<o
oY Thetalt)
te

:

dTheta(t)

Figura 4.33. Modelo final del sistema fisico

Fuente: Elaboracion Propia
Seguidamente agrupamos todos los elementos que componen al sistema en un solo bloque
denominado subsistema, el cual representara al sistema fisico con sus respectivas entradas y salidas

y ademads de contar con los bloques “S PS” y “PS S” seglin sea necesario, esto se muestra en la

siguiente imagen:
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Sistema Fisico 3D

Theta(t)

dTheta(t)

x(t)
dx(t)
PS S
—»

Jsps %D Fuerza
o

Sistema Fisico IPSC

Figura 4.34. Subsistema péndulo invertido

Fuente: Elaboracion Propia

Con el subsistema de la figura 4.34 ya estamos listos para introducirlo en un esquema de
control, es decir ya podemos empezar a disefar los controladores y aplicarlos a este subsistema
para observar la respuesta y el desempefio de este mediante graficas y simulaciéon 3D utilizando
“Simscape” de MATLABO y el “Mechanics Explore” en donde observaremos los movimientos

de este sistema mecanico controlado.
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CAPITULO V

5. DISENO DE LOS SISTEMAS DE CONTROL
5.1. Introduccion

En este capitulo realizaremos el disefio de los controladores para el sistema fisico descrito,
analizado y modelado en los capitulos anteriores. Se disefiaran dos controladores para dicho
sistema fisico, luego se aplicaran estos controladores al sistema y se observara el desempeno del
sistema analizando la respuesta ante sefales de entradas basicas, perturbaciones, sefiales
estocasticas y de ruidos aleatorios, y ademas de ello debera cumplir con las especificaciones de

disefio mencionadas en el capitulo .

Iniciaremos con el disefio del controlador LQG (Lineal Cuadratico Gaussiano) con accion
de seguimiento de referencia para el sistema de péndulo invertido sobre un carro, ya que, de
acuerdo a las especificaciones, el sistema de péndulo invertido debe ser capaz de seguir a la entrada

o referencia, por ello que se comportara como un servomecanismo o servo-controlador.

Para disedar el controlador LQG con seguimiento de referencia, primero debemos de
incrementar el tipo del sistema anadiendo la accidn integral y convirtiendo al sistema original en
un sistema aumentado, una vez obtenido este sistema se disefiara el controlador LQR (regulador
Optimo cuadratico), seleccionando adecuadamente las matrices de ponderacion Q y R, después de
ello se realimentaran los estados del sistema a este regulador, con lo cual se obtiene un sistema de
control 6ptimo cuadratico con seguimiento de referencia, posterior a esta etapa y luego de analizar
y observar el desempeio del sistema mediante graficas y simulacion 3D, se disefiara el filtro de
Kalman el cual lo utilizaremos como un estimador 6ptimo de estados en su versidon completa

(estimador completo de estados - full state) y como filtro para eliminar los ruidos presentes tanto
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en el sistema y en las salidas es decir con ruido de proceso y ruido de medida respectivamente,
ademas este serd de tiempo continuo y de estado estacionario, es también conocido como filtro de

Kalman-Bucy.

Las diferentes etapas del proceso de disefio se desarrollaran en los softwares de disefio en
ingenieria como son MATLAB®©, Simulink©, Simscape© y Mechanics Explore©, este ultimo

para observar los resultados mediante la simulacion 3D del prototipo disefiado en Solidworks©.

Una vez terminado el disefio del controlador LQG con seguimiento de referencia, se
probara el desempefio y funcionamiento del sistema sometiéndolo a entradas de referencia bésicas,
senales estocasticas o ruidos aleatorios y perturbaciones, ademas de ello el sistema debe de cumplir
con las especificaciones de disefio dadas en el capitulo 1. Después de verificar que el sistema

satisface y cumple todos estos requisitos se procedera a disefiar el siguiente controlador.

El siguiente controlador a disefiar se trata de un controlador por ubicacion de polos al cual
la afiadiremos el filtro de Kalman como estimador 6ptimo de estados y ademas de ello debe tener
seguimiento de referencia. Para llevar a cabo este disefio, de forma analoga al primer controlador,
se incrementara el tipo del sistema para que pueda seguir las referencias propuestas, luego sobre
este sistema aumentado se disefiard el regulador por ubicacidon de polos, seleccionado los polos
deseados de acuerdo a las especificaciones de disefio hasta obtener el vector de regulacion
correspondiente, después de ello se procedera a disenar el filtro de Kalman seleccionando las
matrices de covarianza Q y R correspondientes, el cual lo utilizaremos como estimador 6ptimo de
estados y también como filtro para eliminar el ruido de proceso y de medida presente en el sistema,
posteriormente se realizara la interconexion del filtro de Kalman al regulador por ubicacion de

polos y con esto se finaliza el proceso de disefio del servo-controlador por ubicacion de polos con
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filtro de Kalman. Después de haber disenado el servo-controlador por ubicacion de polos con filtro
de Kalman se pondra a prueba el sistema sometiéndolo a entradas de referencia, perturbaciones, y
sefnales estocasticas, para observar su comportamiento y desempefio, asi mismo verificar que
cumpla las especificaciones de disefio. En el capitulo VI se realizara un analisis comparativo del

desempefio del sistema utilizando ambos controladores disefiados en este capitulo.

5.2. Diseiio de los controladores

5.2.1. Analisis temporal del sistema

En esta seccion se analizara el comportamiento del sistema en el dominio del tiempo, la
estabilidad del sistema, asi como su controlabilidad y observabilidad, con el fin de determinar la
estabilidad del sistema, y de que es posible disefar un controlador para dicho sistema y asi mismo
justificar su diseno. Se empezard por analizar la dinamica del sistema en el dominio del tiempo,
junto a su estabilidad, después de ello se procedera a analizar la controlabilidad y observabilidad
para determinar si el sistema es controlable y observable. Para ello requerimos del modelo
matematico en el espacio de estados del sistema con sus respectivos pardmetros y dimensiones del
prototipo, el cual fue obtenido en el capitulo III, posteriormente se realizard una discretizacion del
modelo del sistema seleccionando un periodo de muestreo adecuado, para obtener el modelo
discreto en espacio de estados, después de ello se obtendran las graficas del comportamiento del

sistema y se observara su dindmica y estabilidad correspondiente.

El modelo matematico lineal en el espacio de estados del sistema es:

x = Ax(t) + Bu(t)

y = Cx(t) + Du(t)
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En donde las matrices A, B, C y D estan dadas por las siguientes expresiones:

0 1 00 r 0 ]

o P 5 __m |1 |
4= (M +m) (M +m) g—|M+m]|
0 0 1 Sl

0 g Mimyg M+mp [—il
0w MI M M

(3.55)

En MATLAB®O, reemplazando los pardmetros y dimensiones del prototipo, obtenemos el

siguiente modelo en el espacio de estados:

Modelo del sistema en el espacio de estados

modelo_2 =
A=
x1 x2 %3 x4
x1 0 | 0 0
x2 0 -0.1515 0 -0.05909
x3 v} 0 0 1§
x4 0 0.2564 16.6 -0.3124
B=
ul
x1 0
x2 0.6061
x3 v}
x4 -1.026

C =

v1 1 0 0 o0
yv2 0 0 1 o0

D=
ul

vl 0

y2 0

Continuous-time state-space model.

Figura 5.1. Modelo del sistema en el espacio de estados

Fuente: Elaboracion Propia
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Se procedera a realizar la discretizacion del modelo obtenido con un periodo de T=0.1s
aplicando el método de Tustin o transformada Bilineal, en MATLAB®O utilizamos la funcion “c2d”

y obtenemos el siguiente resultado:

Modelo discreto en el espacio de estados

modelo_2d =
A:
x1 %2 %3 x4
x1 il 0.09924 -0.0002499 -0.000301
x2 0 0.9849 -0.004997 -0.00602
x3 0 0.001306 1.085 0.1027
x4 0 0.02612 1.704 1.053
B:
ul
x1 0.003023
x2 0.06046
x3 -0.005225
x4 -0.1045
C =
> 3 8 x2 x3 x4
vl 4 0.04962 -0.0001249 -0.0001505
v2 0 0.0006531 1.043 0.05133

D=

ul
vl 0.001511
v2 -0.002612

Sample time: 0.1 seconds
Discrete-time state-space model.

Figura 5.2. Modelo discreto del sistema en el espacio de estados

Fuente: Elaboracion Propia

Una vez obtenido el modelo de tiempo continuo y discreto en el espacio de estados ya

podemos proceder a analizar la estabilidad y la dindmica del sistema.

5.2.1.1. Analisis de estabilidad del sistema
Para analizar la estabilidad, la dindmica y el comportamiento natural del sistema se
utilizaran los criterios de estabilidad Entrada-Salida o BIBO (Bounded Input —Bounded Output) y

de estabilidad interna o asintotica.
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a. Estabilidad entrada-salida

Para utilizar el criterio de estabilidad BIBO se sometera al sistema a sefales de entrada
basicas, como por ejemplo la sefial impulso y la sefal escalon unitario, para ello utilizaremos el
comando “impulse” y “step” en MATLABO sobre el modelo en el espacio de estados para obtener

la respuesta del sistema al impulso y al escalon unitario.

Respuesta al impulso del sistema:

Para el tiempo continuo:

eeeeeeeeeeeee

Figura 5.3. Respuesta al impulso del sistema péndulo invertido
Fuente: Elaboracion Propia

Para el tiempo discreto:

||||| Ise Response

—
Lo

I 1
0 = o 0

Time (seconds )

Figura 5.4. Respuesta al impulso del sistema discreto

Fuente: Elaboracion Propia
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Observando las figuras 5.3 y 5.4 podemos concluir que la respuesta al impulso del sistema

es inestable.
Respuesta al escalon unitario del sistema:

Para el tiempo continuo:

=
| /

o 4

s 4

.

E| i

£ T . ﬁl\ -
i i

g \

S o B

3
-

Figura 5.5. Respuesta al escalon unitario del sistema péndulo invertido

Fuente: Elaboracion Propia

Para el tiempo discreto:

1
Time (ssconds) )

Figura 5.6. Respuesta al escalon unitario del sistema discreto

Fuente: Elaboracion Propia

Publicacion autorizada con fines académicos e investigativos

En su investigacion no olvide referenciar esta tesis




UNIVERSIDAD
CATOLICA .
DE SANTA MARIA

REPOSITORIO DE

TESIS UCSM

Observando las figuras 5.5 y 5.6 podemos concluir que la respuesta del sistema al escalon

unitario es inestable.

Ademas de realizar el andlisis graficamente se calculara las funciones de transferencia del

sistema para las dos salidas, tanto en tiempo continuo como en tiempo discreto:

_ X(s) _ _ 0.6061(s+4.286)(s—3.874)
G1(s) = F(s)  s(s+4.232)(s—3.919)(s+0.1517) CRY
- 2
G, (s) = 0(s) _ 1.02565s (5.2)

F(s)  s(s+4.232)(s—3.919)(s+0.1517)

Se observa que un polo de las funciones de transferencia (5.1) y (5.2) tiene parte real

positiva, lo que demuestra su inestabilidad.

X — 2
6, (D= X(z) _ 0.0015114(z—1.48)(z=0.647)(z+1) (5.3)

F(z)  (z-1)(z—1.487)(z—0.9849)(z—0.6507)

__0(2) _ —-0.0026123(z-1)?(z+1)?
G5(2) = F(z)  (z—1)(z—1.487)(z—0.9849)(z—0.6507) (54

En las funciones de transferencia de tiempo discreto, (5.3) y (5.4) se observa que un polo

tiene modulo mayor que 1, lo cual genera la inestabilidad en el sistema.

Después de someter el sistema a entradas basicas y observar la respuesta al impulso y al
escalon unitario, ademas de analizar los polos de las funciones de transferencia, se determina que

el sistema es inestable en el sentido BIBO (Bounded Input- Bounded Output).
b. Estabilidad interna o asintotica

Para determinar la estabilidad interna del sistema se sometera al sistema a una condicion

inicial y la evolucion temporal de los estados, asi como la respuesta de las salidas deberan
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converger a 0 o a un valor constante.

Ademas de ello se hard el calculo de los autovalores de la matriz A (matriz de estados), si
alguno de los autovalores tiene parte real positiva (para el tiempo continuo) o modulo mayor que

1 (para el tiempo discreto), se determina que el sistema es inestable internamente.

Para el sistema en tiempo continuo, en MATLABO utilizamos el comando “initial” para
obtener la respuesta a las condiciones iniciales y “eig” sobre la matriz A para obtener los
autovalores de esta, para ello escogemos un vector de condiciones iniciales x,, con los siguientes

valores:

0.25
Xy = pi?m (5.5)

0

Aplicamos el vector de condiciones iniciales al sistema y obtenemos la siguiente respuesta

a la condicion inicial:

«1022 Response to Initial Conditions
2
0 jﬁ
32
5
-4
[}
E 6
= - 4
= <10
g 4
<C
3
o
a2
1 J
0 L
0 5 10 15

Time (seconds)

Figura 5.7. Respuesta a condiciones iniciales del sistema continuo

Fuente: Elaboracion Propia
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Ahora procedemos a calcular los autovalores de la matriz A y obtenemos:

0

det(al — 4) = [~9-3237 (5.6)

3.9195

Como se observa en la figura 5.7 se obtuvo una respuesta a las condiciones iniciales que
tiende al infinito, es decir los estados y las salidas no convergen a un valor constante, luego se
realiz6 el célculo de los autovalores de la matriz A del sistema y se obtuvo un autovalor positivo
lo cual implica que este estado no converge a 0, por lo tanto, concluimos que el sistema es

internamente o asintoticamente inestable.

De manera anéloga para el sistema en tiempo discreto se procedi6é de la misma forma, se

obtuvo la siguiente respuesta a la condicion inicial:

Response to Initial Conditions

itude

Time (seconds) )

Figura 5.8. Respuesta a condiciones iniciales del sistema discreto
Fuente: Elaboracion Propia

Ahora procedemos a calcular los autovalores de la matriz A y obtenemos:
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1
det(Al — A) = é:ggzg (5.7)
0.6507

Como se esperaba en la figura 5.8 observamos que la respuesta a la condicidn inicial para
el sistema en tiempo discreto, tiende al infinito y es inestable, también en el célculo de los
autovalores, dos autovalores presentan modulo mayor a igual que 1, lo cual afirma que estos
estados no convergen a un valor constante, en conclusion, el sistema en tiempo discreto también

es internamente o asintoticamente inestable.

Finalmente, después de analizar la estabilidad desde el criterio BIBO y la estabilidad
interna, concluimos que el sistema es inestable tanto para el criterio BIBO como internamente, por
lo tanto, se requiere del disefio de un controlador que estabilice y mejore la respuesta del sistema

de acuerdo a las especificaciones de disefio del sistema de control.

5.2.1.2. Analisis de controlabilidad y observabilidad

Debido a que se realizaran las pruebas del sistema de control mediante modelamiento y
simulacion, a partir de esta seccion se trabajara con el modelo de espacio de estados de tiempo
continuo. A continuacion, se realizara el analisis de la controlabilidad y observabilidad del sistema
para determinar si dicho sistema es controlable y observable, lo cual es necesario para determinar
si es posible disefiar un controlador y un observador de estados para estabilizar al sistema y hacer

que cumpla las especificaciones de disefio.

Se realizara el calculo de las matrices de controlabilidad y observabilidad utilizando el
comando “ctrb” y “obsv” de MATLAB®O sobre el modelo del sistema continuo en el espacio de

estados, con lo cual obtenemos lo siguiente:

Publicacion autorizada con fines académicos e investigativos

En su investigacion no olvide referenciar esta tesis




UNIVERSIDAD
CATOLICA :
DE SANTA MARIA

REPOSITORIO DE

TESIS UCSM

Matriz de controlabilidad:

>> P=ctrb (modelo_2)

P =
0 0.6061 -0.0312 -0.0234
0.6061 -0.0312 -0.0234 1.0190
0 -1.0256 0.4758 -17.1839
-1.0256 0.4758 -17.1839 13.2623
>> rank(P)
ans =

Figura 5.9. Matriz de controlabilidad del sistema

Fuente: Elaboracion Propia

El sistema serd controlable solo si el rango de la matriz de controlabilidad es igual al

numero de variables de estado, es decir debe satisfacer la siguiente condicion:

rank[B AB A?B .. A" 'B]l=n

Observando la figura 5.9, los resultados de la matriz P de controlabilidad y de su rango,
concluimos que el sistema es controlable, lo que asegura la posibilidad y factibilidad de disefar un

controlador para estabilizarlo y que cumpla las especificaciones de diseo.

De igual manera procedemos a calcular la matriz de observabilidad y su rango, para

verificar si el sistema es observable:
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Matriz de observabilidad:

>> O=obsv (modelo_2)

0=
1.0000 0 0 0

0 0 1.0000 0

0 1.0000 0 0

0 0 0 1.0000

0 -0.1515 0 -0.0591

0 0.2564 16.6015 -0.3124

0 0.0078 -0.9810 0.0274

0 -0.1190 -5.18¢68 16.6840

>> rank(O)

ans =

Figura 5.10. Matriz de observabilidad del sistema

Fuente: Elaboracion Propia

El sistema sera observable solo si el rango de la matriz de observabilidad es igual al nimero

de variables de estado, es decir debe satisfacer la siguiente condicion:

C
CA
CA?
Cuqn—l

rank =n

Observando la figura 5.10, los resultados de la matriz O de observabilidad y de su rango,
concluimos que el sistema es observable, lo que confirma la posibilidad y factibilidad de disefiar

observadores o estimadores de estado para el sistema.
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5.2.2. Servo-controlador lineal cuadratico gaussiano(LQG)

Como se menciond en la introduccion del presente capitulo, antes de disefiar los
controladores se afiadird una accion de seguimiento de referencia o accion integral al sistema
incrementando el tipo del sistema, para que asi sea capaz de seguir a las entradas de referencia que
se le propondra y se pueda cumplir con las especificaciones de disefio, a continuacion, iniciaremos

con el proceso de disefio del sistema aumentado.

5.2.2.1. Diseiio del sistema aumentado o servosistema tipo 1
Para disenar el servosistema de tipo 1, tomaremos como referencia lo desarrollado en el
marco teorico, en la definicion 2.15, en donde se obtuvo las ecuaciones del servosistema de la

siguiente forma:

(t) - 1[x@®
[?(t)] e [A —(,l‘?K B(l)c ] [?(t)] [ [(1)] r(t)
yo=Iic iy

Si expresamos el sistema anterior en funcion de la ecuacion de estado del error, obtenemos

las siguientes expresiones:

En donde:

Ac=[% o] Be=[g] c=lc 0

®

X
U, = —Kge e= [f(t)
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El vector de retroalimentacion aumentado es:
Ka = [K _KI]

Se denominaran a las matrices A,, B,, C,, matrices aumentadas, para disefar el sistema de
control de seguimiento, se tomard como entrada de referencia a la posicion del carro “x(t)” a la
cual se realizara el seguimiento, de tal manera que se controlard la posicion del angulo mediante
la accion de control aplicada a la posicion del carro, para ello se debe hacer un cambio en la matriz

de salida C del modelo matematico, de la siguiente manera:

C,.=[1 0 0 0]
Y ahora nuestra matriz aumentada C,, seria la siguiente:
Co =1[Cp 0]

Con lo cual especificamos que el disefio del servosistema de control se haré solo sobre la
posicion del carro x(t). Implementando lo anterior en cédigo de MATLAB®O, se obtuvo lo

siguiente:

[s] 1.0000 0 [s] o]
[s] -0.1515 [s] -0.0591 0
[s] (o] s] 1.0000 (o]
0 0.2564 16.6015 -0.3124 s}
-1.0000 ] v] [s] (o]
Ba =
[s]
0.6061
[s]
-1.0256
[s]
Ca =
i o] [¢] o] s]

Da =
0o

Figura 5.11. Matrices aumentadas del sistema

Fuente: Elaboracion Propia

Publicacion autorizada con fines académicos e investigativos

En su investigacion no olvide referenciar esta tesis




UNIVERSIDAD
CATOLICA :
DE SANTA MARIA

REPOSITORIO DE

TESIS UCSM

Una vez obtenidas las matrices aumentadas se conforma el modelo de espacio de estados

aumentado, el cual se implement6 en MATLAB®© y se muestra a continuacion:

>> sys_a=ss(Aa,Ba,Ca,Da)

sys_a =
A=
=1 %2 =3 x4 x5
x1 0 1 0 0 0
x2 0 -0.1515 0 -0.05909 0
x3 0 0 0 1 0
x4 0 0.2564 16.6 -0.3124 0
x5 -1 0 0 0 0
B =
ul
x1 0
x2 0.6061
x3 0
x4 -1.026
x5 ]
C=

xl %22 x3 x4 x5

ul
vyl v}

Continuous-time state-space model.
Figura 5.12. Modelo de espacio de estados aumentado
Fuente: Elaboracion Propia

Como ultimo paso, antes de proceder a disefar el controlador LQR o el vector de

retroalimentacion, se tiene que analizar la controlabilidad de la matriz P, definida por:
Aq  Bg
P=|% ol
Si el rango de la matriz P es de “n+1”, en donde “n” es el nimero de variables de estado,

entonces el sistema aumentado es de estado completamente controlable, lo cual determina que es

posible y factible disefiar un controlador para este sistema aumentado.
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En la implementacion en MATLABO se obtuvo lo siguiente:

>> P=[Aa Ba;-Ca 0]
rangP=rank (P)

p=
0 1.0000 0 0 0 0
0 -0.1515 0 -0.0591 0 0.6061
0 0 0 1.0000 0 0
0 0.2564 16.6015 -0.3124 v} -1.0256
-1.0000 0 0 0 0 0
-1.0000 0 0 0 0 0
rangP =

Figura 5.13. Matriz p del sistema aumentado
Fuente: Elaboracion Propia

Como observamos en la figura 5.13 el rango de la matriz P es de 5, lo cual cumple con la
condicion anterior mencionada, por lo tanto, determinamos que el sistema aumentado o de
seguimiento es de estado completamente controlable, es decir, es posible y factible disefiar un

controlador para este sistema aumentado.

En la siguiente seccion se disefiara el controlador LQR para este sistema de seguimiento,

con lo cual se conseguird un sistema de control dptimo cuadratico con seguimiento de referencia.

5.2.2.2. Diseiio del controlador LQR

Como se menciond en la seccion anterior, se procedera a disefar el controlador LQR
(Regulador Lineal Cuadratico) para el sistema de seguimiento obtenido en la secciéon 5.2.2.1, para
ello cabe recordar que este controlador es uno de los més fundamentales en el area del control
Optimo, y tiene como objetivo encontrar una ley de control u = —Kx que minimiza un indice de

desempefio cuadratico, de ahi el nombre, expresando esto en términos técnicos para la ingenieria,
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lo que el controlador minimiza es el uso de la energia de control que se necesita para llegar a
cumplir las especificaciones de disefio, es decir se hard una eleccion de forma equilibrada y 6ptima
entre la cantidad de energia (u(t)) que se le suministrara al sistema y la rapidez de respuesta del
sistema (estados del sistema, x(t)), hasta llegar a un valor 6ptimo el cual nos asegura el

cumplimiento de las especificaciones de disefio utilizando la minima cantidad de energia posible.

Estas ideas traducidas al lenguaje matematico, al ser un problema de optimizacion y
tomando en cuenta que se utilizard el control 6ptimo LQR de horizonte infinito (de estado

estacionario), asi como fue desarrollado en la seccion 2.16, se expresa de la siguiente manera:

Minimizar la funcidén de costo cuadratica:
- f (xTQx + u"Ru) dt
0

Sujeta a la dinamica del sistema:
x=Ax+Bu x(0) = x,

En donde: Q = 0 y R = 0 son las matrices de ponderacion de estados y de energia de
control respectivamente. La solucion a este problema de optimizacion estd dada por la ley de

control u = —Kx, en donde K esta expresada por:
K =—-R'BTP

Para hallar el valor de la matriz P se tiene que resolver la siguiente ecuacion algebraica de

Riccatti(ARE):

ATP+PA+Q—-PBRBTP =0
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Con la solucién al problema de optimizacion dada anteriormente, ya podemos proceder a
disefiar el regulador LQR para el sistema de seguimiento obtenido en la seccion anterior. Para ello
previamente se tiene que elegir los valores de las matrices Q y R, las cuales denotan el peso o
ponderacion (valor de importancia) de la rapidez del sistema y la energia de control
respectivamente, después de varias pruebas, considerando que para el sistema aumentado las
dimensiones de las matrices seran de 5x5 y 1x1 respectivamente, los valores que nos entregaron

los mejores resultados cumpliendo las especificaciones de disefio son:

s Vgl o
0 25 0 0 0 |

Q=lo o 50 0 0] R=1 (5.8)
lo 0 0 25 OJ
0 0 0 0 20

Se implement6 el diseno del controlador mediante el comando “lqr” de MATLABO, el
cual calcula la matriz K de retroalimentacion optima de estados para el sistema aumentado, como

se muestra en la figura 5.14:

$Disefio LQR para sistema aumentado

Q 1gr=[(7 0 0 0 0;0 2.5 0 0 0;0 0 SO0 0 0;0 0 0 2.5 0;0 0 O O 20]
R 1lqgr=1;

[k_1lqi,S,e)=lqgr (Aa,Ba,Q 1lqr,R _1qr)

disp ('####Vector de Control Optimo ######')

k 1lgr=k 1lqi(l:end-1)
k_i=k 1lqi (end)

Figura 5.14. Codigo de diseiio LOR en MATLAB©

Fuente: Elaboracion Propia

En la ejecucion del codigo implementado obtenemos:
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Q_1lar =
7.0000 0 0 0 0
0 2.5000 0 0 0
0 0 $0.0000 0 0
0 0 0 2.5000 0
0 0 0 0 20.0000
k lqi =

-9.6844 -9.9532 -71.0404 -16.6638 4.4721

68.9639 45.7951 156.3528 36.5031 -43.3942
45.7951 37.9063 137.4592 32.1036 -25.0065
156.3528 137.4592 654.2757 150.4903 -81.9791
36.5031 32.1036 150.4903 35.2175 -19.1369
-43.3942 -25.0065 -81.9791 -19.1369 43.3101

-4.2541 + 0.2825i
-4.2541 - 0.2825i
-0.8608 + 1.08331
-0.8608 - 1.0833i
-1.2930 + 0.0000i

$$###Vector de Control Optimo ######
k_lqr =

-9.6844 -9.9532 -71.0404 -16.6638

4.4721

Figura 5.15. Diserio del controlador LOR

Fuente: Elaboracion Propia

Como se observa en la figura 5.15 se obtuvo el vector de control de realimentacion K, para

el sistema aumentado, el cual es:

K, =[-9.6844 —99532 -71.0404 -16.6638 4.4721]

De donde obtenemos el valor respectivo para K y K;:
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K =[-9.6844 —9.9532 -—71.0404 -16.6638]

K, = [-4.4721]

Una vez obtenido el valor del vector de control Optimo para el sistema aumentado
realizamos la realimentacion del sistema en lazo cerrado y calculamos los autovalores de este,

obtenemos lo siguiente:

Sistema de Control LQI Realimentado

sys r =
A=
x1 x2 x3 x4 x5
x1 0 1 0 0 0
%2 5.869 5.881 43.05 10.04 -2.71
%3 0 0 0 1 0
x4 -9.933 -9.952 -56.26 -17.4 4.587
x5 -1 0 0 0 0
B =
ul
x1 0
x2 0.6061
x3 0
x4 -1.026
x5 v}
C =

x1l x2 x3 x4 x5
vl 3 0 0 0 0

ul
vl 0

Continuous-time state-space model.

Figura 5.16. Sistema de control LOR retroalimentado
Fuente: Elaboracion Propia

Se calcul6 los autovalores del sistema realimentado con el comando “eig” de MATLAB©

y obtenemos:
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[—4.2541 + 0.2825i]

| —4.2541 — 0.2825i |
eig(A— BK,) = | —1.2930

l—0.8608 ¥ 1.0833iJ

—0.8608 — 1.0833i

Observando el vector de los autovalores del sistema de lazo cerrado, concluimos que el

sistema con seguimiento de referencia realimentado de lazo cerrado es estable.

El sistema de control disefiado hasta ahora se implement6 en el programa Simulink© de
MATLAB®O, a continuacion, se muestra el diagrama implementado:

SISTEMA DE CONTROL OPTIMO LQR CON SEGUIMIENTO DE REFERENCIA

0
[R—{ >

Figura 5.17. Sistema de control LOR en Simulink©
Fuente: Elaboracion Propia

En la figura 5.17 se muestra el sistema implementado en Simulink© con el sistema fisico
modelado en el espacio de estados y los vectores de control y seguimiento disefiados, se muestra

a continuacion las graficas correspondientes a la entrada aplicada, los estados y la salida:

Publicacion autorizada con fines académicos e investigativos

En su investigacion no olvide referenciar esta tesis




UNIVERSIDAD

REPQSITORIO DE CATOLICA

TESIS UCSM DE SANTA MARIA

Se aplico una entrada de referencia r(t), tipo escalones sucesivos de -0.75m y 0.75m con
un periodo de T=20s por un tiempo de 200s, de acuerdo a las convenciones y dimension de la pista

del péndulo invertido, tal como se muestra en la figura:

T T T T T T T T T

0.8 [ &

0.6 - =1

04 b

02 b

-02 - =1

-04 - l

-06 - b

-08 - =l

L 1 L 1 1 L L 1 1

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Figura 5.18. Serial de Referencia para el control LOR
Fuente: Elaboracion Propia

La grafica de los estados del sistema es:

. x(t) - polsicion, d).((t) - velolcidad, thleta(t) - alngulo, dﬂ|1eta(t)-v<-|:I .angul .
0.8 -
0.6 -
0.4

0.2

-02

-04

-06 -

-0.8 -

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Figura 5.19. Estados del sistema regulado LOR

Fuente: Elaboracion Propia
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Las salidas son:

v \%4 v

Figura 5.20. Salidas del sistema regulado LOR
Fuente: Elaboracion Propia

Como se observa en las figuras 5.19 y 5.20 el sistema de control consigue seguir la
referencia sin dificultades, y también estabiliza el angulo, el cual oscila entre un rango de valores

aceptable.

Se analizara si el sistema de control 6ptimo LQR con seguimiento de referencia cumple las

0

especificaciones de disefio, con condiciones iniciales x, = sin ruidos, ni perturbaciones,

0
pi/18|
0

se analizaran los pardmetros de la respuesta temporal, los cuales son: tiempo de
establecimiento(t,s), maximo sobreimpulso (M,) y las especificaciones del angulo y de la sefial

de energia u(t), a continuacion se muestran las graficas obtenidas:
Grafica x(t)-referencia , para el calculo del tiempo de establecimiento (t;):

Se muestra la grafica de x(t) para el calculo del tg:
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Figura 5.21. Grafica x(t)-referencia, sistema de control LOR
Fuente: Elaboracion Propia

Con el criterio del 2%, es decir:
Ymax=0.75 + 0.02(0.75) = 0.765
Obtenemos un: Tss=5.64s. El cual es menor a tss=8seg. En conclusién, cumple la

especificacion de disefio tss<=8seg.
Grafica de x(t)-referencia para el calculo del maximo sobreimpulso (Mp)

Se muestra la grafica de x(t) para el calculo del Mp:

Figura 5.22. Grafica x(t)-referencia, para calcular el Mp

Fuente: Elaboracion Propia
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El Mp calculado es de:

~0.7909 — 0.75

M, = N = 0.0545

Mp = 5.45%

Cumple con la especificacion de disefio Mp<=15%. Un Mp=15% equivale a y(t)=0.8625.
Grafica del angulo 0(t):

Se muestra la grafica del angulo 8(t) del sistema controlado, en grados sexagesimales:

Figura 5.23. Grafica 6(t)- referencia

Fuente: Elaboracion Propia

Cumple con especificacion |#| < 10 grados, debido a que los valores de theta oscilan entre:

Omar = 3.624°y 0, = —3.659°

El desplazamiento angular parte desde la posicion 10°, asi como indica la condicidn inicial,

se muestra en la imagen:
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<

Figura 5.24. Grafica valor inicial de 0(t)

Fuente: Elaboracion Propia
Grafica de la sefial de energia de control u(t):

Se muestra la grafica de la senal de energia de control u(t) obtenida:

Ressy.

Figura 5.25. Valor inicial sefial de control u(t)-regulacion LOR

Fuente: Elaboracion Propia
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Figura 5.26. Grafica serial de control u(t)

Fuente: Elaboracion Propia

Como se observa en las figuras 5.25 y 5.26, concluimos que el sistema cumple con la
especificacion u<=15V, ya que los valores fluctuan entre el siguiente intervalo, y esto debido a la

condicion inicial del dngulo:

o Uy, = 12.40V.

o Upm=—2426V.

Los valores de u(t) estan en este intervalo debido a la condicion inicial del angulo, esto
hace que se requiera enviar mayor energia de control (u(t)) al actuador para poder estabilizar el

angulo en 0°.

En conclusion, podemos afirmar que el sistema cumple con las especificaciones de disefio

siguientes:
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o Mp=5.45%.
o t35=5.64s.

o u=12.40Vy-2.43V.
o Opax =3.624%y 0,,;, = —3.659.
Con condicion inicial: x(0)=0, theta(0)=pi1/18 = 10°.
Una vez disefiado el sistema de control LQR con seguimiento de referencia, se procedi6 a
someterlo a ruidos y perturbaciones, quedando el diagrama de implementacion de la figura 5.17

modificado de la siguiente manera:

SERVOSISTEMA DE CONTROL LQR CON RUIDOS Y PERTURBACIONES

Perturbacion
™y
Ruidos Blancos Gaussianos oy .
o yo o mi
Ruido Blanco Gaussiano de Medida
Ruido Blanco Gaussiano de Proceso Ruido de 120mV L\
A -

Ruido de 40 mV

Figura 5.27. Servosistema de control LOR con ruidos y perturbacion en Simulink©

Fuente: Elaboracion Propia
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En el sistema de la figura 5.27, se introdujeron sefiales estocasticas de ruido blanco
gaussiano y una perturbacion, cabe recordar que el ruido blanco gaussiano posee una distribucion
gaussiana, estas sefiales estocasticas de ruido blanco gaussiano son el ruido de proceso y el ruido
de medida, el ruido de proceso es el que se aplica sobre el sistema en si, es decir es el ruido
intrinseco del sistema y afecta a todas las variables de estado, se puede interpretar diciendo que el

modelo matematico del sistema tiene ruido.

El ruido de medida es el ruido presente en los sensores a la salida del sistema, es decir es

el ruido en las salidas del sistema. A continuacion se muestra la grafica del ruido de proceso y de
medida ambos tienen una densidad espectral de potencia (PSD) de 1 * 10‘7(%) y1x10~* (%)

respectivamente, asimismo ambos llegan a tener una amplitud maxima de 4 mV y 120 mV.

Grafica de Ruido de Proceso

L e “'

Figura 5.28. Ruido de proceso del sistema

Fuente: Elaboracion Propia
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perturbacion:

Figura 5.30. Perturbacion externa del sistema

Fuente: Elaboracion Propia

e Amplitud, F=0.16.

e Duracion o periodo, T=5s.

e Perturbacion externa del sistema.

El disefio del sistema de control de la figura 5.27 no contempla la aplicacion de ruidos
externos, ni de perturbaciones, por lo tanto, no se espera que el desempenio del sistema sea
relativamente bueno o cumpla las especificaciones de disefio puesto a que no esta preparado para
tales eventos, para demostrar este hecho se simuld el comportamiento del sistema frente a estas

senales y se muestran las graficas de la respuesta del sistema:

Salidas del Sistema:
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Figura 5.31. Salidas con ruido y perturbacion del sistema LOR o
Fuente: - Elaboracion Propia

En la siguiente imagen se muestra como contaminé el angulo del péndulo:

k k’ Wt W*
A J ( W w\ I \ J J JJ M'i .Fl *M }r) W‘.l W ” |

Figura 5.32. Angulo del péndulo contaminado con ruido

Fuente: - Elaboracion Propia
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Asimismo, también debemos observar como la sefal de energia de control u(t) se

contamina con ambos ruidos, como se muestra en la siguiente imagen:

Figura 5.33. Sernial de control contaminada

Fuente: Elaboracion Propia

Como se observa en las figuras 5.31, 5.32 y 5.33, es evidente, que el ruido y la perturbacion
han contaminado en su mayoria a las salidas, a los estados y a la sefial de control del sistema, lo
cual hace imposible tomar alguna medida de estas variables, por lo tanto, se le hace imposible al

sistema cumplir con las especificaciones de disefio planteadas.

En vista de la necesidad de contemplar los efectos de las perturbaciones y del ruido
estocastico dentro del disefio del sistema de control, se procedera a disenar el filtro de Kalman, el
cual se comportard como un estimador 6ptimo de estados y a su vez como filtro de ruido gaussiano
para eliminar en lo mas posible las sefiales de ruido dentro del sistema, ademas de poder lidiar con

la perturbacion.
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Después de disedar el filtro de Kalman, se obtendra a la salida de este, los estados estimados
optimos, los cuales se conectaran a la entrada del vector de control 6ptimo, es decir se realizara la
conexion del filtro de Kalman con el sistema de control 6ptimo, para formar el sistema de control
lineal cuadratico gaussiano, este sistema de control es capaz de rechazar los ruidos gaussianos y
las perturbaciones ademas de que presenta las propiedades de un regulador 6ptimo de estados, es

decir, se obtendra un sistema de control 6ptimo estocastico.

5.2.2.3. Diseiio del filtro de Kalman
En esta seccion se procedera con el disefio del filtro de Kalman, el cual se utilizard como
estimador 6ptimo de estados dentro del sistema de control 6ptimo de seguimiento disefiado en la

seccion anterior, ademas de utilizar sus propiedades de filtro de ruido con distribucién gaussiana.

Antes de iniciar el disefio del filtro de Kalman se debe recordar los conceptos
fundamentales mencionados en la seccion 2.19, para este caso se disefiara el filtro de Kalman de
tiempo continuo y de estado estacionario, también llamado filtro de Kalman-Bucy, al cual se le
considera un estimador 6ptimo de estados debido a que minimiza la matriz de covarianzas del error
de estimacion en estado estacionario. Se procedera brevemente a la formulacion dada en la seccion

2.19 sobre el filtro de Kalman-Bucy:

Filtro de Kalman-Bucy

Se realizara una breve formulacion del filtro de Kalman-Bucy en estado estacionario:

Se tiene el siguiente sistema estocastico continuo:
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x=Ax+ Bu+ Fv E{w(s)vT ()} = Qr(t)6(t —s)
y=Cx+w E{fw(s)wT(t)} = Ry (£)6(t — )

Donde (1) es la funcidon de impulso unitario. Suponemos que los ruidos v y w tienen media

cero y distribucion gaussiana.

El objetivo es encontrar la estimacion X(t) que minimice el error cuadratico medio de:

E{(x(t) = () (x(®) — ()"}
Dado {y(t): 0<t<t}.

El filtro de Kalman-Bucy soluciona este problema de optimizacion y presenta el siguiente

modelo de espacio de estados:

X =A% +Bu+L(y —C®) (5.9)
y() = Cx(t)

Donde L =PCTR™ y P =E{(x(t)—2(t))(x(t) — 2(t))T}es la soluciéon simétrica

definida positiva de la ecuacion algebraica de Riccati (ARE):
AP + PAT — PCTR™ICP + FQFT =0

La matriz L = PCTR™1! es llamada matriz de ganancia del filtro de Kalman.

El error entre la salida medida y(t) y la salida estimada CX(t) viene dado por el residuo

r(t):
r(©) =y() - Cx(0)

Donde %(t) es generado por (5.9), este observador es un observador dptimo de estado

estacionario.
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Después de haber formulado de forma breve el filtro de Kalman-Bucy de estado
estacionario, procederemos a disefiar el filtro, para ello primero debemos de establecer y
especificar el modelo de espacio de estados del sistema perturbado con ruidos estocasticos de

proceso y de medida.

Entonces se asume un modelo en espacio de estados de la siguiente forma:
x = Ax + Bu + Gw (5.10)
y=Cx+Du+Hw+v

Si observamos del modelo en espacio de estados, el sistema tiene como entradas conocidas
auy el ruido blanco de proceso w. Entonces podemos plantear las siguientes matrices aumentadas

a partir del modelo (5.10):

Seguidamente se implementaron estas matrices en MATLABO, en donde se obtuvo como

resultado las siguientes matrices aumentadas:

0 1 0 0
4 =0 —0.1515 0 —0.05909
k= o 0 0 1
0 0.2564 16.6 —0.3124

0 1

_|o.6061 1

Be=1""0" 1

—-1.026 1

C,=[1 0 0 0]

D, =1[0 0]
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Estas matrices aumentadas generan el modelo en espacio de estados:

Sistema aumentado para el filtro de Kalman

sys_k =
A=
x1 x2 x3 x4
x1 0 1 0 0
x2 0 -0.1515 0 -0.05909
x3 0 0 0 1
x4 0 0.2564 16.6 -0.3124
B=
ul u2
x1 0 1
x2 0.6061 i |
x3 0 1
x4 -1.026 1
C=

xl x2 x3 x4
vyl 1 0 0 0

ul u2
yl 0 0

Continuous-time state-space model.

Figura 5.34. Sistema aumentado para el filtro de Kalman
Fuente: Elaboracion Propia

Ahora elegimos las matrices de covarianza Q; y Rj después de varias pruebas los valores

que nos dieron mejores resultados son:

Cabe recordar que los valores de la matriz Qj, se interpretan como la intensidad de ruido
en los estados o el ruido de proceso presente en el sistema y la matriz R, se interpreta como la
intensidad del ruido de medida o ruido en las salidas del sistema, esta informacion y la correcta
seleccion de las matrices Q y Ry, definiran el comportamiento y el aporte del filtro de Kalman al

sistema de control, sobre todo para filtrar el ruido gaussiano presente en el sistema.
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Una vez obtenido el sistema aumentado para disefiar el filtro de Kalman y las matrices de
covarianzas del error, ya se puede disefiar el filtro de Kalman adecuado, en MATLABO lo
implementaremos con el comando “kalman”, el cual nos da como resultado un modelo en espacio
de estados que representa al filtro de Kalman, ademés de su ganancia y la matriz de covarianzas

del error P, después de implementar el codigo respectivo en MATLAB®©O obtenemos:

Kest =

A=
x1l_e x2_e x3_e x4_e
x1l e -9.183 1 ] o]
x2_ e -41.91 -0.151S5 0 -0.05909
x3 e 747.3 (s} ] ¥
x4_e 2929 0.2564 16.6 -0.3124
B =
ul vl
xl_ e 0 9.183
x2_e 0.6061 41.91
x3_e 0 -747.3
x4 _e -1.026 -2929
C =
xl e x2 e x3_ e x4_e
vl e i (o] [s] o
x1l e 1 o o o
x2_ e o 1 o o
x3_e o o 1 o
x4_e o o o 1
D =
ul vyl
vl e o o
xl e o ]
x2_e [s] (]
x3_e [s] ]
x4_e ] ]
Input groups:
Name Channels
KnownInput i
Measurement 2

Output groups:

Name Channels
OutputEstimate 1
StateEstimate 2,3, 9.5

Continuous—-time state-space model.

Figura 5.35. Modelo en espacio de estados del filtro de Kalman
Fuente: Elaboracion Propia

Se obtuvo las siguientes matrices de ganancia del filtro y de covarianzas del error P:
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0.0092 0 0.0001 —0.0011 —0.0044
_ .| 0.0419 B o 00001 00003 —00059 —0.0231
L=1x10"1 57473 P=1+10% 10011 —0.0059 01069 0.4189
—2.9292 —0.0044 —00231 04189 1.6416

Una vez obtenido el modelo en espacio de estados del filtro de Kalman junto a su matriz
de ganancia L y a la matriz de covarianzas del error P, con estos resultados ya se tiene el filtro de
Kalman disefiado en la interfaz, ventana de comandos y espacio de variables en MATLAB®O, ahora
procedemos a realizar su implementacion en Simulink© mediante el bloque “Kalman filter”, el

cual se describe brevemente a continuacion:

u
xhat [
Ay
K.alman Filter

Figura 5.36. Filtro de Kalman en Simulink©
Fuente: [30]

Filtro de Kalman

Estima estados de sistemas lineales en tiempo discreto o continuo [30].

Descripcion

Utilice el bloque de filtro de Kalman para estimar los estados de un modelo de planta de
espacio de estado dado el proceso y los datos de covarianza del ruido de medicién. El modelo de
espacio de estado puede variar en el tiempo. Se utiliza una implementacion de filtro de Kalman de
estado estacionario si el modelo de espacio de estado y las matrices de covarianza de ruido son

todas invariantes en el tiempo. De lo contrario, se utiliza un filtro de Kalman variable en el tiempo.
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El filtro de Kalman proporciona la solucion 6ptima al problema de estimacién continua o

discreta [30].

El filtro de Kalman utiliza las entradas conocidas “u” y las medidas “y” para generar las
estimaciones de estado X. Si lo desea, el bloque también puede generar estimaciones de la salida

real de la planta .

Figura 5.37. Diagrama de conexion filtro de Kalman en Simulink©
Fuente: [30]

El bloque implementa el filtro de Kalman de estado estacionario cuando las matrices del
sistema (A(t), B(t), C(t), D(t), G(t), H(t)) y las matrices de covarianza del ruido (Q (t), R(t), N(t))
son constantes (especificados en el cuadro de didlogo Parametros de Bloque). El filtro de Kalman
de estado estacionario utiliza una matriz constante P que minimiza la covarianza del error de
estimacion de estado estacionario y resuelve la ecuacion algebraica de Riccati de tiempo continuo

asociada: [30]
P = lim E {(x — £)((x - )"}

Después de describir brevemente el bloque “kalman filter” de Simulink©, procedemos a
utilizarlo y a configurarlo para que se comporte como estimador 6éptimo de estados y como filtro

de ruido gaussiano dentro del sistema de control, con los pardmetros obtenidos anteriormente.

Publicacion autorizada con fines académicos e investigativos

En su investigacion no olvide referenciar esta tesis




REPOSITORIO DE St UNIVERSIDAD

CATOLICA
TESIS UCSM ~ DE SANTA MARIA

A continuacion, se muestra la configuracion del filtro de Kalman en Simulink©:

|5| Block Par

Kalman Filter

Estimate the states of a discrete-time or continuous-time linear
system. Time-varying systems are supported.

Filter Settings

Time domain: | Continuous-Time X

Model Parameters ~ Options

System Model
Model source: | Individual A, B, C, D matrices 2
Au xhat -
A: [Ap1 |5 e [Bpt |6
¢ [cpt i o: [o_p1 B
Initial Estimates
\
7Y yhat Source: | Dialog v
Initial states x(0): |zeros(4,1)

FILTRO DE KALMAN1

Noise Characteristics

[ use G and H matrices (default G=I and H=0)

Q i [ Time-invariant Q
R: i| [4 Time-invariant R
N: l:] :| [4 Time-invariant N

OK Cancel Help Apply

Figura 5.38. Configuracion de parametros filtro de Kalman en Simulink©

Fuente: Elaboracion Propia

[Pa] Block Para

Kalman Filter

Estimate the states of a discrete-time or continuous-time linear
system. Time-varying systems are supported.

Filter Settings

Time domain: |Continuous-Time 2

Model Parameters ~ Options

| Inports
[4 Add input port u
: u xhat [ Add input port Enable to control measurement updates
External reset:
None vl
: y yhat '> Additional Outports
[ output estimated model output y
[ output state estimation error covariance P

FILTRO DE KALMAN1

|
OK Cancel Help Apply |

Figura 5.39. Configuracion de opciones filtro de Kalman en Simulink©

Fuente: Elaboracion Propia

Publicacion autorizada con fines académicos e investigativos

En su investigacion no olvide referenciar esta tesis




UNIVERSIDAD

REPQSITORIO DE CATOLICA

TESIS UCSM ~&  DE SANTA MARIA

Como se observa en las figuras 5.38 y 5.39 se realiz6 la configuracion del filtro de Kalman
de acuerdo a los parametros que tenemos. En la figura 5.38 observamos que en las opciones del
filtro o “Filter Settings”, en la casilla “Time domain”, seleccionamos la opcion “Continuous-time”,
después en la pestafia “Model Parameters”, en la casilla “Model Source”, escogemos la opcion
“Individual A, B, C, D matrices” y luego llenamos los valores de nuestras matrices constantes A,

B, C, D que corresponden al modelo matematico del sistema.

Después en la opcion “Initial Estimates”, escogemos lo siguiente: en la casilla “Source”
escogemos “Dialog”, y en la casilla “Initial States x(0)”, la cual hace referencia a los estados
iniciales del filtro de Kalman, escribimos “zeros(4,1)”, para denotar que los estados iniciales del

filtro tienen un valor de 0.

En la seccion “Noise Characteristics”, la cual hace referencia a las caracteristicas de ruido
, realizamos lo siguiente: dejamos en blanco la casilla “Use G and H matrices”, y procedemos a
escribir el nombre de la variable de las matrices de covarianza de ruido de proceso y de medida,
Qx v Ry, respectivamente, marcando las casillas que dicen “Time Invariant Q” y “Time Invariant
R”, dejamos la casilla de N en 0 y también marcamos la opcion “Time Invariant N”, realizado esto

pasamos a la siguiente pestafia “Options”.

En la figura 5.39 observamos la pestana “Options”, en la seccion “Additional Outports”
marcamos la casilla “Output estimated model output y”, con esto generamos un puerto de salida

al bloque del filtro el cual nos entregara las salidas estimadas 6ptimas.

Una vez configurado el bloque del filtro de Kalman se procederd a su conexion e
implementacion en Simulink© sin conectarlo al sistema de control éptimo de seguimiento, y sin

la aplicacion de la perturbacion externa, solo se aplicaran los ruidos blancos gaussianos para
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verificar el correcto desempeno del filtro, cabe resaltar que en esta ocasion no se conectara los
estados Optimos obtenidos a partir del filtro de Kalman al sistema de control, porque en esta
seccion solo estamos tratando el disefio del filtro y por ende solo se demostrara las capacidades,
caracteristicas y aportes del filtro de Kalman. En la siguiente seccion se procedera a realizar la
conexion del filtro de Kalman como estimador dptimo de estados al sistema de control 6ptimo de

seguimiento, para asi conformar el servosistema de control lineal cuadratico gaussiano.

IMPLEMENTACION DEL FILTRO DE KALMAN

Perturbacion
Ruido Blanco Gaussiano de Medida
——
Ruido Bianco Gaussiano de Proceso —— ,./’W:D——.E]
Rukda da 120mV
f—— -
Ruido de 40 mV E'
e
Yo
1 Salidas
[ ————
3 =)

I]
= e
Entrada Sistema Fisico

...... =3 Cobisn

Figura 5.40. Implementacion del filtro de Kalman en el sistema de control
Fuente: Elaboracion Propia
En la figura 5.40 se muestra la implementacion del filtro de Kalman, una vez implementado

el filtro de Kalman, sin conectarlo al sistema de control, se procedera a analizar las caracteristicas,
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aportes y salidas obtenidas del filtro, es decir los estados estimados dptimos y las salidas estimadas
optimos, ademads de la propiedad de filtrado que ofrece haciendo una breve comparacion entre las
salidas reales y las salidas estimadas para determinar cuan util y ventajoso es la implementacion

de un filtro de Kalman, a continuacion, se muestra la graficas de los estados y de las salidas:

Grafica de los estados estimados dptimos:

Figura 5.41. Grdfica de los estados estimados optimos
Fuente: Elaboracion Propia

Grafica de las salidas estimadas 6ptimas:

Figura 5.42. Gradfica de las salidas estimadas optimas

Fuente: Elaboracion Propia
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Figura 5.43. Comparacion entre salidas reales y filtradas, graficas superpuestas

Fuente: Elaboracion Propia
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Figura 5.44. Comparacion entre salidas reales y filtradas
Fuente: Elaboracion Propia

En la figura 5.41 se observa como el filtro de Kalman elimina casi por completo el ruido
blanco gaussiano que estaba presente en los estados del sistema, ademas de que realiza una

estimacion Optima y adecuada de los estados en comparacion a los estados reales, entonces como
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resultado el filtro de Kalman nos entrega los estados limpios, casi sin ruido, y lo mas aproximado
posible a los estados reales, ademas dichos estados ya estén listos para ser conectados al vector de

control.

Con respecto a las salidas del sistema, las que se observan en la figura 5.42, el filtro de
Kalman nos entrega una respuesta filtrada y estimada dptimamente y que se puede apreciar la
diferencia entre las sefiales reales contaminadas con ruido y las sefiales estimadas optimas sin
ruido. En la figura 5.43 se observa una comparacion entre las salidas reales y filtradas con graficas
superpuestas, para poder apreciar la diferencia en una sola gréfica, en la figura 5.44 se aprecia la
comparacion entre las salidas reales del sistema y las salidas filtradas y estimadas 6ptimamente.
Al observar las figuras 5.43 y 5.44, notamos que el filtro vuelve a rechazar los ruidos o senales
estocdsticas aplicadas en las dos salidas del sistema (ruido de proceso y ruido de medida), ademas
de estimarlas de forma 6ptima, dicho esto, se concluye que el filtro de Kalman-Bucy proporciona
una significativa ventaja en cuanto al filtrado de sefales ruidosas y ademas de que es el mejor
estimador 6ptimo lineal que se puede aplicar a un sistema de control lineal e invariante en el tiempo

(LTT) de tiempo continuo.

Una vez finalizado el proceso de disefio del filtro de Kalman, ahora si podemos proceder a
conectarlo al sistema de control, conectando los estados 6ptimos estimados del filtro de Kalman
al vector de control 6ptimo LQR que se encuentra en el lazo de retroalimentacion de estados,
después de conectarlo y hacer las pruebas respectivas, se conformaré el servo-controlador lineal

cuadratico gaussiano, el cual se tratara en la siguiente seccion.
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5.2.2.4. Diseiio del servo-controlador LQG

En esta seccion se tratard el disefio del servo-controlador lineal cuadratico gaussiano, el
cual es un controlador 6ptimo estocéstico con seguimiento de referencia, podria decirse que es la
contraparte del controlador LQR para el dominio estocdastico, a este controlador lo compone la
interconexion entre el filtro de Kalman y el controlador LQR, la propiedad del principio de
separacion permite realizar el disefio de ambos elementos por separado, es decir calcular
previamente el vector de control 6ptimo de realimentacion de estados, y luego calcular la ganancia
del filtro de Kalman y obtener su modelo en el espacio de estados, después de tener los dos
componentes disenados adecuadamente se procede a unirlos, conectando los estados estimados
optimos del filtro de Kalman al vector de control dptimo, de esta manera el vector de control
optimo recibe estados estimados 6ptimos y filtrados de ruido estocastico, por ello que se obtiene
un sistema robusto en cuanto a rechazo de ruidos y perturbaciones estocésticas, con seguimiento

de referencia y que presenta las propiedades y ventajas de un controlador 6ptimo.

Para un mejor entendimiento de lo mencionado anteriormente se muestra un esquema de
conexion para conformar el regulador Lineal Cuadratico Gaussiano (sin seguimiento de

referencia):

—

LQG Regulator

Figura 5.45. Esquema de conexion interna del regulador LOQG

Fuente: [31]

En donde “kest” representa al filtro de Kalman y la ganancia “~K” es el controlador LQR,
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este controlador presenta el siguiente modelo en el espacio de estados:
£=[A-LC—-(B—LD)K]x+ Ly
u=-—-Kx

De igual manera se muestra un esquema de conexion para conformar el servo-controlador

LQG:

Y

=  kest _
X | _K u

Integrator

LQG Servo Controller

Figura 5.46. Esquema de conexion interna del servo-controlador LOG

Fuente: [32]

El servo-controlador LQG de la figura 5.46 se denomina también servo-controlador LQG

de dos grados de libertad, el cual presenta el siguiente modelo en el espacio de estados:

[f] _ [A - BK, —OLC +LDK, —Bk; :)r LDKi] Lac?] N [(I) _LI] [;] 5.11)

u=[-K, -—Ki] [f]

i

Después de mostrar brevemente los esquemas de conexion interna del regulador y del
servo-controlador LQG, ahora procedemos a disefiar el servo controlador LQG mostrado en la

figura 5.46 y que tiene como modelo en el espacio de estados a las ecuaciones (5.11), se disefio e
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implemento el servo-controlador en la interfaz de MATLAB©O mediante el comando “lqgtrack”,
ya que previamente se disefid el filtro de Kalman y el regulador LQR para el sistema de
seguimiento, entonces ya se tiene los pardmetros necesarios para utilizar dicho comando, entonces
en la ventana de comandos de MATLAB®© ingresamos la funcion “Iqgtrack” y como argumentos
colocamos el modelo en el espacio de estados del filtro de Kalman, denominado como “Kest” y la
ganancia del controlador LQR del sistema de seguimiento “k Iqi”, y este resultado lo
almacenamos en la variable “K 1qg”, la cual representara el modelo en el espacio de estados del

servo-controlador LQG, es decir implementamos el siguiente codigo en MATLAB®O:

$Disefio del Servocontrolador LQG

disp('##### Servo-Controlador LQG ######:#')
disp('Modelo en espacio de estados :')

K_lgg=lqgtrack(Kest,k_1lqi) $Servocontrolador LQG

Figura 5.47. Instrucciones para diserniar el servo-controlador LQG

Fuente: Elaboracion Propia

Al ejecutar el codigo mencionado en la figura 5.47, obtenemos el siguiente modelo en el

espacio de estados que corresponde al servo-controlador LQG disefiado:
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####%# Servo-Controlador LQG ######:#
Modelo en espacio de estados :

K _lgg =
A=
x1l e x2_e x3_e x4 _e xi1
xl e -9.183 1 v} o o
x2 e -36.04 5.881 43.05 10.04 -2.71
x3_e 747.3 o o 1 | v]
x4_e 2919 -9.952 -56.26 -17.4 4.587
xil 0 o o s} v}
B =
b ol B vl
x1l e 0 9.183
x2_e 0 41.91
x3_e 0 -747.3
x4_e 0 -2929
xil 3 -1
C =
x1l e X2 e x3_e x4 _e x311
ul 9.684 9.953 71.04 16.66 -4.472
D=
rl vyl
ul 4] 0
Input groups:
Name Channels
Setpoint 1
Measurement 2
Output groups:
Name Channels
Controls 1

Continuous-time state-space model.

Figura 5.48. Modelo en el espacio de estados del servo-controlador LOG
Fuente: Elaboracion Propia
Como podemos observar en el modelo en el espacio de estados de la figura 5.48, se tiene

como variables de estado a la estimacion Optima de los estados es decir a

99 9.

C‘XI_e’Q”sz_e s

29 99

x3 e”,’x4 e” y también a la variable de estado de seguimiento de referencia

“xil”, lo que denota que el servo-controlador utiliza los estados estimados optimos del filtro de
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Kalman, tal y como lo mencionamos anteriormente, ademds de realizar el seguimiento de

referencia mediante la variable de estado “xi11”.

Ademas, nos indica que este modelo en el espacio de estados posee como grupos de entrada
a la senal de referencia y las dos variables de salida (salidas retroalimentadas para realizar el
seguimiento), y como grupo de salida solo tiene a la sefial de control, como se esperaba, ya que
este modelo en el espacio de estados corresponde a un servo-controlador. Después de obtener el
modelo en el espacio de estados del servo-controlador LQG procedemos a la implementacion de
este en Simulink©, pero esta vez utilizando un solo bloque para representar a todo el servo-
controlador, después se realizard otra implementacion mostrando a los elementos que lo componen
por separado y se evaluara la diferencia entre ambas implementaciones, aunque se puede decir que
por el hecho de agrupar a varios elementos en un solo bloque como controlador, eso ya genera
imprecisiones y no se obtienen tan buenos resultados a comparacion de cuando se realiza la
implementacion por separado, a continuaciéon se muestra la implementacion del servo-controlador

LQG en un solo bloque de espacio de estados en la siguiente imagen:

Servosistema de control LQG para el pendulo invertido

Salidas

- Beta(lyrad JDD

SERVOCONTROLADOR LQG.

SISTEMAFISICO

(1) - posicion del camo.

Figura 5.49. Servosistema de control LOG —controlador en un bloque

Fuente: Elaboracion Propia
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En el servosistema de la figura 5.49 se observa que no se colocé una perturbacion externa
al sistema ademads de los ruidos blancos gaussianos, cabe resaltar que este servosistema diseiiado
asi de esta manera agrupando todos los elementos en un solo bloque de controlador no es robusto
ante perturbaciones externas, solo puede manejar bien los ruidos y las perturbaciones estocasticas

hasta cierta amplitud. Para motivos de prueba y simulacion del servo-controlador se colocé como

0

condicion inicial del sistema fisico, la siguiente: x, = pi/18|" A continuacion, se muestra las

graficas de respuesta del servosistema sometido a la entrada de referencia y ruidos o sefales
estocdsticas, es decir se muestran las caracteristicas de los ruidos, las salidas del sistema, y la sefial

de control:

Ruido de Proceso:

“

H\H

H “ "l M" "‘l’ []

Figura 5.50. Ruido de proceso aplicado al servosistema EéG

Fuente: Elaboracion Propia

_o W
e PSD=1%107(>).
o Voux =3.944 %1074V,

e Ruido blanco con distribucion Gaussiana.
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Ruido de Medida:

M v* ”' | » i W } ) J J |

Figura 5.51. Ruido de medida aplicado al servosistema LOG
Fuente: Elaboracion Propia
e PSD=1x10"1(%).
hz
o Voux =1.247 x107%V.

e Ruido blanco con distribucion Gaussiana.

Salidas vs Referencia del sistema:

Figura 5.52. Gradfica de salidas vs referencia del servosistema LQOG

Fuente: Elaboracion Propia
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Grafica del Angulo:

Figura 5.53. Grafica del angulo del servosistema LOG

Fuente: Elaboracion Propia

Senal de control:

aaaaa Sompi based [T=150000

Figura 5.54. Sernial de control del servosistema LQG

Fuente: Elaboracion Propia

En las figuras 5.50 y 5.51 se observan las caracteristicas de los ruidos blancos gaussianos
aplicados como ruido de proceso y ruido de medida, y se denota la respectiva PSD y amplitud de

voltaje para cada uno.
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En la figura 5.52 se observa el comportamiento y la respuesta del sistema a la sefal de
referencia y a los ruidos de proceso y de medida, se puede observar que el sistema realiza el
seguimiento de referencia de forma no tan precisa debido a que aun cuenta con la presencia de
ruido y en este caso no se puede evaluar ni medir con exactitud los pardmetros de desempefio del
sistema debido a estas imprecisiones ocasionadas por los ruidos, lo cual se menciond
anteriormente, que este servosistema por el hecho de estar formado por un solo bloque de
controlador el cual integra todos los elementos del servo-controlador LQG, es decir, el filtro de
Kalman y el controlador LQR, su modelo en el espacio de estados, sus ganancias y demas
ecuaciones se encuentran también dentro de este bloque, es por ello que no se puede demostrar

todas las capacidades y aportes del filtro de Kalman y del controlador LQR.

Con respecto a la propiedad de filtrado que aporta el filtro de Kalman no se ve que actue
con mucha implicancia en las sefales de ruido, no se puede aprovechar toda la capacidad del filtro
debido a que no actua por separado. En cuanto a la parte de optimizacion que aporta el controlador
LQR, si se puede observar que el sistema alcanza la senal de referencia en un tiempo relativamente
corto y que el rango de valores de la sefial de control se mantiene bajo a excepcion de su valor

inicial de 12.4V debido a la condicidn inicial del angulo.

Como se demostrd el servosistema de control LQG de la figura 5.49, no ofrece tan buen
desempefio como esperdbamos y esto debido a que este servosistema agrupa todos los elementos
del servo-controlador LQG en un solo bloque, este aspecto le da desventajas en cuanto al rechazo
de ruido y perturbaciones. Para solucionar ello, en la siguiente seccion se realizard el disefio de
cada elemento que compone al controlador LQG por separado y se podra evaluar y medir los

pardmetros de desempefio de este sistema de control.
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El disefio de cada elemento que compone al servo-controlador LQG, est4 fundamentado en
la propiedad del principio de separacion, se realizo la implementacion de este disefio por separado
en Simulink©, utilizando los bloques “kalman filter”, para el filtro de Kalman-Bucy en estado
estacionario, y bloques de ganancia para implementar el controlador LQR, a continuacion, se
muestra el diagrama del sistema implementado en Simulink©, el cual es similar al de la figura
5.40, con la diferencia de que ahora si se conectara los estados Optimos estimados del filtro de

Kalman al vector de control 6ptimo, asi como se muestra en la siguiente imagen:

SERVOSISTEMA DE CONTROL LQG - DISENO POR SEPARADO

Ruido Blanco Gaussiano de Medida

Ruido Blanco Gaussiano de Proceso
Rudo de 120mV
1 5 .
Ruido de 40 mV

Salidas
=

Entrada
i el ) - - k)

Setul o ool

i
)

Vector d Certr LOR

i
:
:
:
i

Figura 5.55. Servosistema de control LOG-diserno por separado

Fuente: Elaboracion Propia
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Como se observa en el servosistema de la figura 5.55, se tiene a los elementos que
componen al controlador LQG separados y cada uno actia independientemente, se observa que se
tiene al filtro de Kalman configurado adecuadamente y conectado al sistema de control, es decir
los estados estimados dptimos que entrega el filtro de Kalman estan conectados al vector de control
Optimo, entonces ahi ya tenemos el disefio del servo-controlador LQG disefiado por separado en
Simulink© , ahora pasamos a realizar las pruebas y observar sus resultados mediante las graficas
que nos del servosistema, a continuacion se muestran las graficas de los ruidos de proceso y de
medida aplicados, la perturbacion aplicada, las salidas del sistema, los estados estimados 6ptimos

del sistema, la comparacion entre salidas reales y estimadas y la sefial de control:

Ruido de Proceso

“ ? il N H! M \ o ‘i | .HJ | }’ r\ m b v ( t “\ | 41 “ ik l i W'

Figura 5.56. Ruido de proceso del servosistema-diseriado por separado

Fuente: Elaboracion Propia
e PSD=1x10""(X).
hz
o V,ux =395%1073V.

e Ruido blanco con distribucion Gaussiana.
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Figura 5.59. Estados estimados optimos del servosistema -diseriado por separado

Fuente: Elaboracion Propia

Comparacion de salidas reales vs salidas optimas estimadas:

! A\
l«w«wwﬁ Pt Pl by i
| l | " v |

Re Samp

Figura 5.60. Comparacion de salidas reales vs salidas estimadas-disefiado por separado

Fuente: Elaboracion Propia
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Figura 5.61. Salidas del servosistema de control LQG-diseriado por separado
Fuente: Elaboracion Propia

Seiial de control del servosistema de control LQG, frente a ruidos y perturbacion externa:
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Como se observa en la figura 5.61, el servosistema de control logr6 un correcto filtrado de
las sefiales de ruido a través del filtro de Kalman , asimismo una estimacion optima de estados, y
se consigue llegar a la referencia sin problemas en un tiempo corto sin mucho sobreimpulso, esto
se debe a las propiedades que aporta el controlador 6ptimo LQR al sistema, ademas muestra un
buen comportamiento y rechazo de perturbaciones, tal y como se aprecia en la imagen, se concluye
que se ha podido disefiar un controlador 6ptimo estocéstico con las cualidades que esperdbamos,

posteriormente se evaluaré el cumplimiento de las especificaciones de disefio.

En la figura 5.60 se observa la diferencia entre las senales de salida reales y las filtradas y
estimadas por el filtro de Kalman, en la cual se ve una diferencia significativa entre ambas sefales,
las salidas estimadas casi no poseen ruido notablemente. En la figura 5.59 se observan los estados
estimados Optimos aplicados al sistema de control, los cuales se encuentran casi sin ruido y se

aproximan a los estados reales del sistema.

En la figura 5.62, se observa los efectos del servo-controlador sobre la seial de control, el
cual entrega una sefial de control casi limpia con poco ruido, por accion del filtro de Kalman, y
ademas el rango de valores es el minimo requerido para lograr cumplir las especificaciones de
disefio, lo cual es un aporte del controlador LQR ya que minimiza el tamafio de la sefial de energia
de control necesaria para cumplir las especificaciones de disefio, considerando que el valor inicial

de la sefial de energia de control se debe a la condicion inicial en el sistema fisico.

5.2.2.4.1. Implementacion del servosistema de control LQG con el sistema fisico en 3D

En esta seccion se desarrollard la implementacion en el software Simulink© del
servosistema de control lineal cuadratico gaussiano con el sistema fisico en 3D, es decir con el

sistema que se importd desde Solidworks© como se desarroll en el capitulo I'V.
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El sistema a implementar es muy similar al de la figura 5.55 con la diferencia de que se
aplicard el servo-controlador al sistema fisico 3D con sus respectivos bloques de comunicacion “S
PS” y “PS S”, posteriormente al ejecutar la simulaciéon se observardn los resultados mediante
graficas y simulacion 3D mediante la herramienta “Mechanics Explorer” de MATLABO vy se
observara el desempefio del sistema disefiado, cumpliendo las especificaciones de disefio frente a

ruidos y perturbaciones.

Como primer paso tenemos que realizar la insercion del sistema fisico desarrollado en el
capitulo IV, concretamente el de la figura 4.34 denominado “Subsistema Péndulo Invertido”, este
sistema se colocara en el diagrama implementado en Simulink© con los pardmetros configurados

adecuadamente y con la condicion inicial ingresada en las articulaciones.

Después de insertar el sistema fisico y configurar y conectarlo al sistema de control, se
procedera a su simulacion y se observara el comportamiento del sistema en 3D, el cual se verificara
con las graficas de salida respectivas. En la siguiente figura se muestra la insercion del sistema

fisico 3D dentro del sistema de control en Simulink©:
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Salidas contaminadas con Ruidos y Perturbacion

Estados Estimados Optimos
o

 —
Salidas Estimadas Optimas

Conexion de los estados
estimados al vector de
control optimo LQR
FILTRO DE KALMAN

IPSC: INVERTED PENDULUM SYSTEM ON A CART

SERVOSISTEMA DE CONTROL LQG IPSC EN 3D

é

Figura 5.63. Servosistema de control LOG para el péndulo invertido en 3D

Fuente: Elaboracion Propia
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Como se observa en la figura 5.63 se obtuvo el servosistema de control LQG para el
péndulo invertido en 3D, si ejecutamos la simulacion del servosistema obtenemos lo siguiente en

la ventana de comandos mediante la interfaz de “Mechanics Explore”:

el

Figura 5.64. E]ecucwn del servosistema de control LOG en la ventana de_comandos de
MATLAB©

Fuente: Elaboracion Propia

El servosistema fue sometido a los siguientes ruidos blancos gaussianos de proceso y de

medida, y a la perturbacion:

Graficas de Ruido de Proceso

y \‘ ” ‘ j[

!‘! ‘M HH\ \\H ’ F f

Figura 5.65. Ruido de Proceso en el servosistema de control LOQG en 3D

Fuente: Elaboracion Propia
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e PSD=1%x10"° (%), Vinax = 0.0125V, ruido blanco Gaussiano.

Grafica de Ruido de Medida:

(

“ ‘ I "” H\ M

}:“igura 5.66. Ruido de Medida en el servosistema de control LQEZZM.?D

Fuente: Elaboracion Propia

e PSD=1x10"*(%), Vinax = 0.125 V, ruido blanco Gaussiano.
hz

Perturbacion externa aplicada:

Figura 5.67. Perturbacion externa aplicada al servosistema de control LOQG en 3D

Fuente: Elaboracion Propia
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e Amplitud, F=0.16.

e Duracion o periodo, T=5s.

e Perturbacion externa del sistema (Desplazamiento del movil y del péndulo).

Asimismo, obtenemos las siguientes graficas de salida que concuerdan con el movimiento

en 3D del prototipo:

Salidas del servosistema:

Figura 5.68. Salidas del servosistema de control LOG en 3D

Fuente: Elaboracion Propia

La figura 5.68 describe con precision los movimientos o salidas del prototipo en 3D, los

cuales se dan en la simulacion 3D.

También se muestra las graficas de los estados, la sefial de control y las salidas

contaminadas con ruido y perturbacion:
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Figura 5.69. Estados del servosistema de control LOG en 3D
Fuente: Elaboracion Propia

En la figura 5.69 se observan los estados estimados 6ptimos y filtrados que entrega el filtro

de Kalman hacia el vector de control 6ptimo LQR.

Gréfica de la senal de control:

,,,,,,

Figura 5.70. Sefial de control del servosistema de control LOG en 3D

Fuente: Elaboracion Propia
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En la figura 5.70 se observa la grafica de la sefial de control, la cual presenta un valor inicial
relativamente alto debido a la condicion inicial del sistema fisico, pero luego se regulariza en un
rango de valores bajos que oscilan entre 1V y -1V, estos son los valores minimos necesarios para
que el sistema pueda cumplir con las especificaciones de disefio y este es el aporte del controlador
LQR, ya que minimiza la cantidad de energia necesaria de control para que el sistema presente un

comportamiento que cumpla las especificaciones de disefio.

Grafica de las salidas contaminadas con ruidos y perturbacion:

in il ‘ Il JIM H“ T J‘ i \ |
g "Jll” i ” M‘h t I \‘ ,J‘ "’i‘ “;“W{ le ‘, 4 ‘M"‘Jl ’r‘U J{lr il] ’WIHM\MJIM *\UJ

1 [
[

Figura 5.71. Salidas contaminadas con ruido y perturbacion del servosistema de control

LOG en 3D

Fuente: Elaboracion Propia

En la figura 5.71 se observa las sefiales de salida contaminadas con ruidos de proceso y de
medida ademas de estar a sometidas a la perturbacion externa aplicada al sistema, se puede ver
notablemente que las sefales son afectadas significativamente por ambos ruidos y por la
perturbacion, lo cual no ofrece un buen comportamiento y desempeio del sistema, asi mismo

tampoco permite realizar mediciones sobre los parametros de la respuesta temporal del sistema.
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Como se observa en la figura 5.68 el servosistema de control LQG en 3D rechaza los ruidos
y perturbaciones de la mejor forma posible, debido al aporte del filtro de Kalman y logra seguir la
senal de referencia en poco tiempo y utilizando la minima cantidad energia de control u(t) posible
, esto gracias al aporte del controlador LQR, en conclusion el controlador 6ptimo estocastico
disefiado se comporta como esperabamos, siendo un sistema robusto frente a ruidos y
perturbaciones y con una respuesta ptima, todo esto se demostrd en la simulacion 3D y en las

graficas obtenidas, a continuacion se verificara el cumplimiento de las especificaciones de disefio.

Se analizara los parametros de la respuesta temporal del servosistema y se verificara si
cumple con las especificaciones de disefio, es importante recordar que se aplicd la siguiente

condicidn inicial al sistema fisico:

Para cada estado respectivamente. Se muestra el analisis de los pardmetros de la respuesta

temporal del sistema.

Tiempo de establecimiento (tss)

A continuacion, se muestra graficamente el cumplimiento de las especificaciones de disefio

del servosistema de control.

Grafica x(t)-referencia, para el calculo del ¢ :
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Figura 5.72. Grafica para el cdlculo del ty para el servosistema LOG en 3D
Fuente: Elaboracion Propia

Con el criterio del 2%, es decir:

Ymax = 0.75 4+ 0.02(0.75) = 0.765. Ymax = 0.765 .

Obtenemos un: ty, = 6.192s.

El cual es menor a tg; = 8s . En conclusion, cumple la especificacion de disefio ty; < 8s.

Maximo sobreimpulso (M)

Figura 5.73. Grdfica para el calculo del M,, para el servosistema LOG en 3D

Fuente: Elaboracion Propia
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El Mp calculado es de:

_ 0.853604 — 0.75

Mp = NE = 0.1381

Mp = 13.81%

Cumple con la especificacion de disefio Mp < 15%.

Un M,, = 15% equivale a y(t)=0.8625.

Angulo del brazo pendular 6(t)

Grafica del angulo 6(t)°:

A continuacion, se muestran las graficas correspondientes al valor inicial del &ngulo debido

a la condicion inicial, y luego su evolucion con respecto al tiempo, en grados sexagesimales.

Valor inicial del angulo:

Sumoiehasea 11250

Figura 5.74. Valor inicial del angulo 0(t) para el servosistema LOG en 3D

Fuente: Elaboracion Propia

Publicacion autorizada con fines académicos e investigativos

En su investigacion no olvide referenciar esta tesis




UNIVERSIDAD
k- CATOLICA
TESIS UCSM ~&  DE SANTA MARIA

REPOSITORIO DE

En la figura 5.74 se observa que el dngulo parte desde un valor inicial igual a 10°, segin
como se indico en la condicion inicial del sistema fisico, después de ese valor obtiene un valor
minimo de -7.085° y posteriormente pasa a estabilizarse entre un rango de valores que cumple las

especificaciones de disefio.

Intervalo de valores del angulo:

Fuente: Elaboracion Propia

En la figura 5.75 se observa la evolucion del angulo del brazo pendular con respecto al
tiempo y se ve que en cada cambio de la sefial de referencia el rango de valores del dngulo esta

entre el siguiente intervalo:

—2.925° <60 <£2.927°

Valores maximos y minimos del angulo

Los valores maximos y minimos que llega a obtener el angulo son debidos a la condicion

inicial del sistema fisico y son:
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Omarx = 102 O,in = —7.0852
Sefial de control u(t):

A continuacion, se mostrard graficamente los valores iniciales y la evolucion temporal de

la sefial de control u(t) del servosistema de control LQG:

Valor inicial de la senal de control u(t):

D!

Figura 5.76. Valor inicial de la sefial de control u(t) V para el servosistemcszZQG en 3D

Fuente: Elaboracion Propia

WFigura 5.77. Valores maximos y minimos de la sefial de control u(t) V pa ael
servosistema LOG en 3D

Fuente: Elaboracion Propia
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En las figuras 5.76 y 5.77 se observa que la sefial de control u(t) inicia en 0V, alcanza un

valor maximo de 8.09 V y un valor minimo de -4.76V.

Intervalo de valores de la sefial de control u(t):

Figura 5.78. Intervalo de valores de la senial de control u(t) para el servosistema de
control LOG en 3D

Fuente: Elaboracion Propia

En la figura 5.78 se observa que el rango de valores de la sefial de control u(t) cada vez que

la sefial de entrada de referencia cambia es:

0.823V <u(t) <1.08V

La senal de energia de control u(t) alcanza los valores pico maximo y minimo (8.09V y -
4.76V) debido a la condicion inicial en el dngulo, ya que esto hace que se requiera enviar mayor
cantidad de energia al actuador para poder estabilizar el angulo en 0°, luego de ello el valor de la
senal de control cambia de acuerdo a los cambios en la referencia o setpoint, pero estos valores de
cambio se mantienen dentro del intervalo mencionado anteriormente, los cuales son valores

pequefios en comparacion al inicial.
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Es decir se esta utilizando la minima cantidad de energia de control para que el sistema
cumpla con las especificaciones de disefio y esto es un aporte del controlador LQR, el cual
minimiza el tamafio de la sefial de energia u(t) haciendo una ponderacion 6ptima entre esta y la
respuesta rapida del sistema, de esta manera el sistema cumple con las especificaciones de disefio,
para la sefial de energia se esta cumpliendo con la especificacion |u| < 15 V. En conclusion, el
servosistema de control LQG para el péndulo invertido cumple con las especificaciones de disefio
y limita el valor de las variables de control importantes, se resume a continuacion las

especificaciones que se cumplieron en la tabla 5.1:

Tabla 5.1. Parametros del servosistema de control LQG con el sistema fisico en 3D

Especificacion Parametro del sistema
-M,, < 15% -M,, = 13.81%
-t, < 8s (criterio 2%) -ty = 6.192s
-lul < 15V

Umax = 8.09V (si cumple con la especificacion |u| < 15V)

Umin = —4.76V (si cumple especificacion u<=15V)

Intervalo: —0.823 V < u(t) < 1.08 V (si cumple especificacion u<=15V)

-|6|<=10° -Intervalo:—2.9252 < 6 < 2.927°

-Oax = 102 (Por condicion inicial)

0,,;, = —7.085°

Fuente: Elaboracion Propia
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Como se observd en los resultados tanto graficamente como en el cumplimiento de las
especificaciones de disefo, se obtuvo un sistema de control de seguimiento de referencia 6ptimo
estocdstico, el cual es robusto frente a ruidos y perturbaciones estocdsticas, asi como también
demuestra las cualidades de un controlador 6ptimo LQR, al minimizar la sefal de energia de
control y ponderar de forma 6ptima entre esta y la respuesta rapida del sistema, se concluye que el
servosistema disefiado satisface con €xito las especificaciones de disefio y ademas es un sistema
robusto frente a ruidos y perturbaciones estocasticas, recordando que se ha controlado un sistema

sub-actuado como es el péndulo invertido sobre un carro.

5.2.3. Servo-controlador por ubicacion de polos con filtro de Kalman

En esta seccion se disefiara el servo-controlador por ubicacion de polos afiadiéndole un
filtro de Kalman como estimador 6ptimo de estados y también para aprovechar sus propiedades
de filtro de ruido gaussiano. A continuacion, se procedera a disefiar el servo-controlador por
ubicacion de polos, una vez disefiado y probado su funcionamiento se disefiara el filtro de Kalman

para luego acoplarlo y obtener el servo-controlador deseado.

5.2.3.1. Diseiio del servo-controlador por ubicacion de polos
Se procederd a disefar el servo-controlador por ubicacion de polos sobre el sistema

aumentado obtenido en la seccion 5.2.2.1, el cual quedo expresado de la siguiente manera:
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>> sys_a=ss (Aa,Ba,Ca,Da)

sys_a =
A=
x1 x2 x3 x4 x5
x1 0 1 0 0 0
%2 0 -0.1515 0 -0.05909 0
%3 0 0 0 £ | 0
x4 0 0.2564 16.6 -0.3124 0
x5 -1 0 0 0 0
B =
ul
x1 0
x2 0.6061
%3 0
x4 -1.026
x5 ]

Cc =
xl x2 x3 x4 xS
vl 3 0 0 0 0

D=
vl 4]

Continuous-time state-space model.

Figura 5.79. Sistema aumentado para el diserio del controlador por ubicacion de polos
Fuente: Elaboracion Propia

Como primer paso de disefio se obtendran los polos complejos conjugados deseados del
nuevo sistema realimentado a partir de las especificaciones de disefo del sistema de control, para

ello denotamos la expresion de los polos complejos conjugados como:

pced = —(wy, £ Wy /1 — (%) (5.12)

En donde:

¢: Factor de amortiguamiento.

w,,: Frecuencia natural no amortiguada.

Recordamos que las especificaciones de disefio necesarias de la respuesta temporal del

sistema son:
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M, < 15% tes < 8s

Despejaremos el valor del factor de amortiguamiento a partir del maximo sobreimpulso

M,, < 15%, mediante la expresion:

s
M,=e V"% <015

Sustituyendo el valor del My, calculamos el factor de amortiguamiento ¢, resolviendo la

siguiente inecuacion:

A

_n¢
e " <015 —¢>052

Para obtener la frecuencia natural no amortiguada, utilizamos la ecuacion para calcular el

tiempo de establecimiento (t), la cual es:

tes = * (Criterio del 2%) y  se debe cumplir que: tg, = 2 <3

$ _67 dwn

Despejamos el valor de wy,, para el valor critico de { = 0.52:

é <w, > w, > 09615rad/s

Con los valores criticos de w, = 0.9615y { = 0.52, reemplazamos en la ecuacion (5.12)

para el polo complejo conjugado y obtenemos:
peed = ={wy + wyy /1 — ()

pccd = —0.49 + 0.8213j
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Se debe tener en consideracion que el parametro ¢ tiene como limite el valor de 1, ya que
estamos disefiando el sistema para que presente una respuesta subamortiguada, es decir los valores

de { oscilan entre el siguiente intervalo:

052<(<1

Para generar la respuesta subamortiguada. El valor limite de la frecuencia natural que hace
cumplir las especificaciones de disefio es w,, = 2.35 con una sefial de control de 15V, para no
saturar al actuador se realizaron varias pruebas de sintonizaciéon observando el desempefio y la
repuesta del sistema seleccionando varios valores de { y w,, de acuerdo a las condiciones obtenidas
anteriormente, los mejores valores que se encontraron que logran satisfacer las especificaciones

de disefio dejando un margen de seguridad son los siguientes:

{ =095 w, = 1.95

Cabe recordar que alterar los valores de { y w,, ocasiona cambios en la respuesta temporal
del sistema, por ejemplo aumentar la frecuencia natural w,, del sistema incrementa el maximo
sobre impulso (Mp), el tiempo de establecimiento (t,,) disminuye, el valor del &ngulo 6 aumenta

y como consecuencia también incrementa la sefial de control u(t).

Al incrementar el factor de amortiguamiento ¢ , disminuyen el maximo sobreimpulso (Mp)
y las oscilaciones de la respuesta del sistema, el tiempo de establecimiento (t5) aumenta y también

incrementa la sefal de control u(t).

Estas consideraciones se deben tomar en cuenta cuando se elige los valores de { yw,, ya
que al seleccionar estos parametros, se estan ubicando los nuevos polos del sistema realimentado

que se disefiara, modificando asi la dindmica del sistema antiguo.

Publicacion autorizada con fines académicos e investigativos

En su investigacion no olvide referenciar esta tesis




UNIVERSIDAD

REPQSITORIO DE CATOLICA

TESIS UCSM =@  DE SANTA MARIA

Una vez seleccionados los valores de { y w,, ya podemos establecer a los polos dominantes
del sistema mediante la ecuacion del "pccd”, polo complejo conjugado, quedando de la siguiente

forma:

pCCd =—(wp, T wy1-— CZJ

pccd = —(0.95)1.95 + 1.954/1 — 0.95%j

pccd = —1.8525 + 0.6089j

Al tratarse de un sistema aumentado entonces se tiene que obtener 5 polos correspondientes
a los 4 estados del sistema y a 1 estado de seguimiento, hasta ahora tenemos los dos siguientes

polos:

p, = —1.8525 + 0.6089;

p, = —1.8525 — 0.6089j

Los cuales son dominantes y establecen la dindmica del sistema. Los siguientes se ubicaran

mas alejados que los dominantes, después de varias pruebas se seleccionaron los siguientes:

ps = —3 Ps = —35 ps = —10

Se colocaron los polos p; y p, en esa posicion cerca al valor -3, porque experimentalmente
se comprobo que se puede controlar mejor el tamafio de la sefial de energia de control u(t) cerca a
esa posicion, ya que si lo ubicdbamos mas lejos es mas dificil controlar el tamafio de la sefal de

control y ademas tiende a saturarse mas rapido, por ende resultaba poco manejable.

Con los 5 polos calculados y seleccionados ya podemos establecer nuestro vector de polos
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complejos conjugados los cuales regiran la nueva dindmica del sistema:

p = [-1.8525+ 0.6089] —1.8525-0.6089] -3 -3.5 -10]

Entonces dado el vector p, se realizard la ubicacion de polos del nuevo sistema en las

posiciones indicadas por dicho vector.

Como siguiente paso, procedemos a calcular el vector de control para que ubique a los

€69

polos del nuevo sistema en las pociones dadas por el vector “p”, para ello mediante la interfaz de
MATLAB®O, utilizaremos el comando “place” y dando como argumentos las matrices aumentadas
del sistema junto al vector p, obtenemos el vector de control de realimentacion, el cual se muestra

a continuacion:

K, =[—68.137 —48.8073 —205.2347 —48.0882 39.6821]

Recordando que el vector de realimentacion del sistema aumentado K, esta conformado

por:

K, = [Kr =] Ki]

Entonces el vector K, y K; estan dados por las siguientes expresiones:

K, = [—68.137 —48.8073 —205.2347 —48.0882]

K; = [-39.6821]

Una vez disefiado y calculado el vector de control de realimentacion se procede a calcular

los autovalores del sistema en lazo cerrado:

Publicacion autorizada con fines académicos e investigativos

En su investigacion no olvide referenciar esta tesis




REPQSITORIO DE Ak UNIVERSIDAD

CATOLICA

TESIS UCSM DE SANTA MARIA

-10

[ 1
I I
I I
l—1.8525 + 0.6089jJ
—1.8525 - 0.6089j
Con el resultado obtenido de los autovalores del nuevo sistema en lazo errado podemos
observar que el controlador si ubic6 a los nuevos polos del sistema en la posicion que desedbamos,
es decir se modifico la dindmica del sistema de acuerdo al disefio que realizamos. El modelo en el

espacio de estados del nuevo sistema realimentado con seguimiento de referencia es:

Sistema de Control Pole placement Realimentado

sys_r =
A=
x1 x2 %3 x4 x5
x1 0 a L v} 0 0
x2 41 .32 29.43 124.4 29.09 -24.05
%3 0 v} 0 a L v}
x4 -69.93 -49.8 -193.9 -49.63 40.7
x5 -1 0 0 0 0
B =
ul
x1 0
x2 0.6061
%3 v]
x4 -1.026
x5 v}
c=

xl x2 x3 x4 x5
vl 1 v] v} v] v}

ul
vl 0

Continuous-time state-space model.
Figura 5.80. Modelo en el espacio de estados del sistema realimentado por ubicacion de

polos con seguimiento de referencia

Fuente: Elaboracion Propia
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Se realizo la implementacion del sistema realimentado por ubicacion de polos con
seguimiento de referencia dado en la figura 5.80, mediante la interfaz de Simulink© para observar

los resultados del servosistema disefiado, se muestra la implementacion en la siguiente imagen:

SERVOSISTEMA DE CONTROL POR UBICACION DE POLOS PARA EL PENDULO INVERTIDO

Salidas
O
) foarror 1
Enma s‘ ‘ maFl I [thetart) - anguio
i & e o —v>—M T~ =
D K Sistema IPSC Cosalidas k) - anguio lm/b' Thetal)*
Sefial de control
=
x{t) - posiccn
dxft) - veloodad
theta(t) - anguks je—
thefa{)-vhl argd
Vector de Control Ubicacion de Polos E
Estados

Figura 5.81. Servosistema de control por ubicacion de polos en Simulink©

Fuente: Elaboracion Propia

Se realiz6 la implementacién como se observa en la figura 5.81, al realizar la ejecucion del

sistema obtenemos los siguientes resultados:

Grafica de las salidas del sistema:
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Se muestra las graficas de las salidas (4ngulo y desplazamiento del carro) con respecto a la

referencia del sistema:

Figura 5.82. Salidas del servosistema de control por ubicacion de polos o
Fuente: Elaboracion Propia

Grafica de los estados del sistema:

Figura 5.83. Estados del servosistema de control por ubicacion de polos

Fuente: Elaboracion Propia
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Grafica de la seiial de control:

‘Sampl based T=200.000

Figura 5.84. Serial de control del servosistema de control por ubicacion de polos

Fuente: Elaboracion Propia

Como se observa en las figuras 5.82, 5.83 y 5.84, el servosistema de control disefiado

estabiliza al péndulo invertido y ademas consigue seguir la referencia sin problema alguno.

Cabe recordar que este servosistema disefiado no estd preparado para someterlo a ruidos
blancos gaussianos ni a perturbaciones, por ende, se realizd una prueba de simulacion para
demostrar este déficit del sistema. Para ello se probo el sistema con los siguientes ruidos blancos

gaussianos:
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_ -4 W
e PSD=1%x10 (hz).
o Voiax =0.125V.

e Ruido blanco con distribucion Gaussiana.

Se implement¢ el siguiente esquema en Simulink© del servosistema con ruidos de proceso

y de medida:
SERVOSISTEMA DE CONTROL POR UBICACION DE POLOS CON RUIDOS

Ruido Blanco Gaussiano de Medida

Ruidos Blancos Gaussianos

Ruido Blanco Gaussiano de Proceso

D =

Yo
L Salidas
]
Entrada Sistema Fisico : 'I T
(i) o il o o> b J> =

[0

Irtegrador Ki Sstema IPSC Cosalicas ’ L= =
Vector de Seguimiento

Sefial de control
=

att) - poskckon

a) - velockiad

] et - anguio ja—
aneds
) - dako!

Estados

Figura 5.87. Implementacion del servosistema de control por ubicacion de polos con
ruidos de proceso y de medida

Fuente: Elaboracion Propia
En la figura 5.87 se muestra la implementacion del servosistema de control por ubicacion
de polos con ruidos de proceso y de medida afiadidos en Simulink©, a continuacion, se muestra la

ejecucion y los resultados que se obtienen al afiadirle estos ruidos al sistema:
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Grafica de las salidas:

Fi ith?a 5.88. Salidas del servosistema de control por ubicacion de polos con ruidos de
proceso y de medida

Fuente: Elaboracion Propia

Grafica de los estados:

Fi igura 5.89. Estados del servosistema de control por ubicacion de polos con ruidos de
proceso y de medida

Fuente: Elaboracion Propia

—
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Grafica de la seiial de control:

reinbacas 730

Figura 5.90. Serial de control del servosistema de control por ubicacion de polbs con
ruidos de proceso y de medida

Fuente: Elaboracion Propia
Como se esperaba al observar las figuras 5.88, 5.89 y 5.90, podemos concluir que el
servosistema disefiado no es capaz de filtrar y rechazar el ruido y las perturbaciones estocasticas
afiadidas, debido a que se disefid este servosistema con la premisa de solo cumplir las
especificaciones de disefio, sin embargo, no se tomo6 en cuenta el aspecto de los ruidos externos y

perturbaciones estocasticas aplicadas.

Con los resultados de la figura 5.88 no es posible evaluar y medir los parametros de la
respuesta temporal del sistema, por lo tanto, se justifica y es necesario disefiar el filtro de Kalman
para que se incorpore dentro del sistema de control como estimador 6ptimo de estados y también
se aproveche sus propiedades de filtro de ruidos gaussianos. En la siguiente seccion se procedera

a disefiar el filtro de Kalman para este servosistema.
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5.2.3.2. Diseiio del filtro de Kalman

En esta seccion se procederd al disefio del filtro de Kalman el cual se conectara como
estimador 6ptimo de estados dentro del servosistema de control por ubicacion de polos disefiado
en la seccion anterior ademas de aprovechar sus propiedades de filtro de ruidos gaussianos, es
decir se conectaran los estados estimados optimos del filtro al vector de control por ubicacion de

polos, de forma similar al controlador LQG de la seccién anterior.

Asicomo en la seccion 5.2.2.3, se disefiara un filtro de Kalman-Bucy de estado estacionario
para ello primero se debe establecer el modelo en el espacio de estados del sistema perturbado con

los ruidos de proceso y de medida, el sistema aumentado tiene la siguiente forma:

x =Ax + Bu+ Gw

y=Cx+Du+Hw+v

Las matrices aumentadas obtenidas a partir del modelo en el espacio de estados son:

Después de implementar el sistema aumentado en MATLABO, obtenemos las siguientes

matrices:

0 1 0 0
4 =0 —0.1515 0 —0.05909
k= o 0 0 1
0 0.2564 16.6 —0.3124

0 1

0.6061 1

Be=1""0" 1

—-1.026 1
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Con las matrices aumentadas generamos el modelo en el espacio de estados:

Sistema aumentado para el filtro de Kalman

sys k =
A=
x1 x2 x3 x4
x1 0 1 0 0
x2 0 -0.1515 0 -0.05909
x3 0 0 0 1
x4 0 0.2564 16.6 -0.3124
B=
ul u2
x1 0 1
x2 0.6061 1
x3 0 1
x4 -1.026 L i
C =
x1l x2 x3 x4

D =

ul u2
vl 0 0
y2 0 0

Continuous-time state-space model.

Figura 5.91. Sistema aumentado para diseniar el filtro de Kalman

Fuente: Elaboracion Propia
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Cabe resaltar que el sistema aumentado de la figura 5.91 est4 preparado para las 2 salidas
del servo-sistema de control. Como siguiente paso seleccionamos las matrices de covarianza del
error Q y Ry, ,para las cuales después de varias pruebas y verificar que se dé el mejor desempefio

posible del filtro de Kalman, los valores que proporcionan el mejor comportamiento del filtro son:

g _ [1000 0
Q. = 100 R"‘[ 0 95000]

Los valores de la matriz Q) se interpretan como la intensidad de ruido en los estados o
ruido de proceso y la matriz Rj, se interpreta como el ruido en las salidas del sistema o el ruido de
medida presente en los sensores del sistema, de acuerdo a esto, una correcta eleccion de Q,, y Ry
determinara el comportamiento del filtro de Kalman como estimador 6ptimo y sobre todo como

filtro de ruido gaussiano en el sistema.

Con el modelo del sistema aumentado y las matrices de covarianza del error obtenidas, ya
podemos proceder a disenar el filtro de Kalman, en la interfaz de MATLAB®© utilizaremos el
comando “kalman” utilizando como argumento de entrada el sistema aumentado y las matrices de

covarianza, después de la ejecucion en la ventana de comandos obtenemos lo siguiente:
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Kest =
A=
x1l e x2_e x3_e x4_e
x1l e -0.8955 d 0.09203 0
x2_e -0.7533 -0.1515 0.434 -0.05909
x3_e 8.742 o -7.735 : &
x4_e 34.32 0.2564 -13.71 -0.3124
B =
ul vl y2
x1l e v] 0.8955 -0.09203
x2_e 0.6061 0.7533 -0.434
x3_e ] -8.742 7.73S
x4 _e -1.026 -34.32 3032
C =
xl e x2 e x3 e x4 e
vl e 1 o 0 0
v2_e 0 v] 1 0
x1l e : F 0 0 0
x2_e ] 3 ] ]
x3_e 0 0 1 0
x4_e ] 0 ] 1
D =
ul yl vy2
vl e 0 0 v]
v2_e 0 4] 4]
x1l e 0 ] v}
x2_ e 0 0 o
x3_e 0 ] o
x4_e ] ] o
Input groups:
Name Channels
KnownInput 1
Measurement 2,3

Output groups:

Name Channels
OutputEstimate 172
StateEstimate 3,4,5,6

Continuous-time state-space model.

Figura 5.92. Modelo en el espacio de estados del filtro de Kalman para el servosistema

por ubicacion de polos

Fuente: Elaboracion Propia

Asimismo, se obtienen las siguientes matrices de ganancia del filtro L y de covarianzas

del error P:
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0.8955  —0.0920 0.0001  0.0001 —00009 —0.0034
| 07533 04340 p_1.107| 00001 00002 —00041 —0.0162
—8.7424 7.7349 —0.0009 -0.0041 0.0735 0.2880
—34.3219 30.3162 —0.0034 -0.0162 0.2880 1.1288

Después de obtener el modelo en el espacio de estados del filtro de Kalman, la matriz de
ganancia L y la matriz de covarianzas del error P, con estos resultados ya tenemos el disefio
terminado del filtro de Kalman en la interfaz y ventana de comandos de MATLAB®O, ahora
realizaremos la implementacion del filtro de Kalman para el servosistema de control disefiado en
la seccion anterior en la interfaz de Simulink© utilizando el bloque “kalman filter”. Para ello
configuraremos los pardmetros del bloque “kalman filter” para que se comporte como estimador
optimo de estados y aporte como filtro de ruido gaussiano en el sistema de control, continuacion

se muestra la configuracion del bloque en Simulink©:

Kalman Filter

Estimate the states of a discrete-time or continuous-time linear
system. Time-varying systems are supported.

Filter Settings

Time domain: | Continuous-Time 52

Model Parameters  Options

System Model

Model source: |Individual A, B, C, D matrices |
o shat A: [Ap1 |5 B: [B_p1 IE

C:|C_p1 | D:[D_pl ]
X Initial Estimates
Ay yhat

Source: | Dialog v

FILTRO DE KALMAN|  Initial states x(0): [[0;0;0;0]

Noise Characteristics

[ use G and H matrices (default G=I and H=0)

Q: IQ_k ] i| M Time-invariant Q
R: IR_k ] i/ [ Time-invariant R
N: [0 || & Time-invariant N
OK Cancel | Help Apply

Figura 5.93. Configuracion de parametros filtro de Kalman para el servosistema por
ubicacion de polos

Fuente: Elaboracion Propia
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[%&] Block Parameters: FILTRO DE KALMAN1
Kalman Filter

Estimate the states of a discrete-time or continuous-time linear
system. Time-varying systems are supported.

Filter Settings

Time domain: | Continuous-Time -

Model Parameters ~ Options

Additional Inports

u xhat [ M Add input port u

[J Add input port Enable to control measurement updates

N7

External reset:

None ':

N/

y yhat P dditional outports

[ output estimated model output y
F"_TRO DE KALMAN' D Output state estimation error covariance P

OK Cancel Help Apply

Figura 5.94. Configuracion de opciones del filtro de Kalman para el servosistema por

ubicacion de polos

Fuente: Elaboracion Propia

En las figuras 5.93 y 5.94 se realiza la configuracion de los parametros del filtro de Kalman
de acuerdo al disefio realizado anteriormente. De igual manera que para el controlador LQG en la
seccion 5.2.2.3 seleccionamos la opcion “Continuous-time” en la casilla “Time domain” y
elegimos la opcion “Individual A, B, C, D matrices” en la casilla “Model Source” para poder llenar

los valores de las matrices A, B, C, D del modelo matematico del sistema.

De igual manera ingresamos el valor de los estados iniciales del filtro de Kalman en la

casilla “Initial States x(0)”, escribimos “zeros(4,1)”, lo cual denota que los estados iniciales del

filtro inician en 0.
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En la seccion “Noise Characteristics™ (caracteristicas de ruido), ingresamos el nombre de
variable de las matrices de covarianzas de ruido de proceso y medida, Q y R respectivamente,
marcamos las casillas “Time Invariant Q”, “Time Invariant R”, “Time Invariant N, escribimos el
valor de 0 en la casilla N, ademds de ello dejamos en blanco la casilla “Use G and H matrices”,

después de realizar esta configuracion pasamos a la pestafia “Options”.

En la figura 5.94 observamos la pestaia “Options”, y marcamos la casilla “Output
estimated model output y , en la seccién “Additional Outports”, con esta opcion indicamos que
que el filtro tenga un puerto de salida, el cual nos entregard las salidas optimas estimadas y

filtradas.

Después de terminar la configuracion del bloque del filtro de Kalman, ahora se procedera
a su prueba e implementacion con el servosistema de control en Simulink©, para verificar el
correcto desempefio del filtro se aplicaran ruidos blancos gaussianos sin perturbacion externa,
ademas cabe aclarar que no se conectaran los estados estimados optimos del filtro de Kalman al
vector de control, ya que en esta seccion solo se trata el disefio del filtro y por ello solo

analizaremos sus caracteristicas, ventajas y aportes que ofrece al servosistema de control.
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IMPLEMENTACION Y PRUEBA DEL FILTRO DE KALMAN

Perturbacion
Ruldoa Blancos Gaussiancs Ruido Blanco Gaussiano de Medida
Ruido Blanco Gaussiano de Proceso @
. Ruido de 120my o
"
Ruido de 4 mV/ El
o
Salidas
arra va el va perturacian
——
Entrada E Sistema Fisico
s ey aSt P *J» - S -
E Integrador i Saterna IPSC Coealidar ¥ pt- oo W et Jl:l

Vectorda Contol por Uacon de Polos Estados

it} camn

FILTRO DE KALMAN
Estados Estimados Optimos Comparacion Salidas Reales vs Estimadas

[ - O
= O
Tratatatly
OThetanat
1L i ’—.
ly | .= ¥1_hat, r
I T

FILTRO DE RALMAN

i Salidas Estimadas Optimas

Figura 5.95. Implementacion y prueba del filtro de Kalman en el servosistema por

ubicacion de polos

Fuente: Elaboracion Propia

En la figura 5.95 se observa la implementacion y prueba del filtro de Kalman con el
servosistema de control, en esta ocasion no se han conectado los estados estimados 6ptimos del
filtro de Kalman al vector de control, porque solo se desea analizar las caracteristicas y aportes del
filtro, por ello se obtendran resultados y graficas de los estados estimados dptimos y las salidas

estimadas del filtro, haciendo una comparacion entre las salidas reales y las salidas estimadas y
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filtradas, todo ello se muestra en las siguientes graficas:

Grafica de los estados estimados dptimos:

‘Samle based (T=150.000

Figura 5.96. Grafica de los estados estimados optimos del servosistema por ubicacion de
polos

Fuente: Elaboracion Propia

Grafica de las salidas estimadas y filtradas:

‘Sample based [T=150.0¢

Figura 5.97. Grdfica de las salidas estimados optimas del servosistema por ubicacion de
polos

Fuente: Elaboracion Propia
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Comparacion entre las salidas reales y filtradas:

Il
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i i "ww,mmw
/ ‘ “ \

Ready Sample based  T=150.000

B Figura 5.98. Comparacion de salidas reales con las salidas estimadas del servosistema
por ubicacion de polos

Fuente: Elaboracion Propia

En la figura 5.96 se muestra como el filtro de Kalman al ser un estimador 6ptimo de estados
entrega a la salida los estados estimados 6ptimamente minimizando la matriz de covarianzas de
error y ademas de filtrar significativamente el ruido presente en las sefales, estos estados obtenidos

estan listos para conectarse al vector de control por ubicacion de polos.

En la figura 5.97 se observa la grafica de las salidas estimadas optimas del filtro de Kalman,
las cuales demuestran la capacidad del filtro para estimar tanto los estados y las salidas de un

sistema LTI, ademas de filtrar y rechazar el ruido gaussiano presente en estas sefales.

En la figura 5.98 se observa la comparacion entre las salidas del servosistema sin la
aplicacion del filtro de Kalman y las salidas estimadas optimamente del filtro de Kalman, se
observa una diferencia significativa en cuanto a la calidad y precision de las sefiales obtenidas ya

que practicamente se ha filtrado y rechazado una gran parte del ruido gaussiano en las sefiales y
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ademas que estas se asemejan mucho a su contraparte real debido a la estimacion optima del filtro,
por ende las sefiales de salida obtenidas a la salida del filtro otorgan confiabilidad para poder

realizar mediciones de los pardmetros de la respuesta temporal del sistema.

En la siguiente seccion se realizara la conexion de los estados estimados 6ptimos del filtro

de Kalman al servosistema por ubicacion de polos disefiado anteriormente.

5.2.3.3. Diseiio del servo-controlador por ubicacion de polos con Filtro de Kalman

En esta subseccion se realizara el disefio del servo-controlador por ubicacion de polos
conectandole el filtro de Kalman, es decir se conectaran los estados estimados 0ptimos obtenidos
a la salida del filtro de Kalman al vector de control por ubicacion de polos, para asi conformar el
servosistema mencionado, se observara que al afiadir el filtro de Kalman al servosistema por
ubicacion de polos aporta y mejora el desempefio del sistema frente a los ruidos blancos gaussianos
como son el ruido de proceso y el ruido de medida, ademas que mejora el rechazo ante las

perturbaciones.

Se procedera a realizar la conexion y el disefio del servosistema directamente sobre el
sistema fisico 3D, el cual se disefi6 y ensambl6 en el capitulo IV, por ende, de manera semejante
a la implementacion del servo-controlador LQG con el sistema fisico, se realizara la importacion
de este ensamblaje y se aplicara el controlador y estimador respectivos, a continuacion, se realizara

la implementacion de este servosistema.
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5.2.3.3.1. Implementacion del servosistema de control por ubicacion de polos con filtro de

Kalman con el sistema fisico en 3D

Se desarrolld la implementacion del servosistema de control por ubicacion de polos con
filtro de Kalman con el sistema fisico en 3D en el software Simulink©, se utilizo el sistema
importado desde Solidworks© como se desarrollo en el capitulo IV, de igual manera que con el
servo-controlador LQG, se aplicara el servo-controlador al sistema fisico 3D con los bloques de
comunicaciéon “S PS” y “PS S”, al ejecutar la simulacion se observaran resultados mediante
graficas y la simulacién 3D, el movimiento del prototipo, con la herramienta “Mechanics
Explorer” de MATLABO, a fin de observar el desempefo del servosistema obtenido, el cual

cumplird las especificaciones de disefio frente a los ruidos y perturbaciones.

Para iniciar el proceso de implementacion se tiene que insertar el sistema fisico de la figura
4.34 denominado “Subsistema Péndulo Invertido”, este sistema se insertard en el diagrama
implementado en Simulink©, con sus pardmetros fisicos debidamente configurados y con la

condicion inicial ingresada en las articulaciones.

Después de insertar el sistema fisico y conectarlo al servosistema de control, se ejecutara
la simulacion y se observara el desempefio y comportamiento del sistema en 3D, es decir se
verificard que los movimientos del prototipo sean de acuerdo a las sefiales de salida obtenidas,
ademas de comprobar los resultados mediante las graficas de las salidas, los estados y demas
pardmetros importantes del servosistema. A continuacion, en la siguiente imagen se muestra la
implementacion del servosistema de control por ubicacion de polos con filtro de Kalman con el

sistema fisico en 3D:
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Salidas contaminadas con Ruidos y Perturbacion
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SERVOSISTEMA DE CONTROL POR UBICACION DE POLOS CON FILTRO DE KALMAN PARAEL IPSC
IPSC: INVERTED PENDULUM SYSTEM ON A CART
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>
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Figura 5.99. Servosistema de control por ubicacion de polos con filtro de Kalman para el
péndulo invertido en 3D

Ruido Gaussiano de Proceso

Fuente: Elaboracion Propia
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Como se muestra en la figura 5.99 se obtuvo el servosistema de control por ubicacion de
polos con filtro de Kalman para el péndulo invertido en 3D, en la interfaz de “Mechanics Explore”

ejecutamos la simulacion y obtenemos los siguiente:

UL bl s Zup 0 T clalb ookl LS e

.....

g1
,,,,,,

Figura 5.100. Ejecucion del servosistema de control por ubicacion de polos con filtro de
Kalman en la ventana de comandos de MATLAB©

Fuente: Elaboracion Propia
El servosistema disenado y simulado fue sometido a la siguiente perturbacion y ruidos de

proceso y de medida:

Ruido de Proceso:

{

i

= et 12500

l

1 \“

,

i

\ \} V V ‘\ \\ \}

Figura 5.101. Ruido de Proceso en el servosistema de control por ubicacion de polos con
filtro de Kalman

Fuente: Elaboracion Propia
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e PSD=1%x10"° (%),Vmax = 0.0125V, ruido blanco Gaussiano.

Ruido de Medida:

“ { i ‘ i i ‘ |

S 1500

Figura 5.102. Ruido de medida en el servosistema de control por ubicacion de polos con

filtro de Kalman

Fuente: Elaboracion Propia

e PSD=1%10"* (hE

V4

),Vmax = 0.125 V, ruido Blanco Gaussiano.

Perturbacion externa:

Figura 5.103. Perturbacion externa para el servosistema de control por ubicacion de

polos con filtro de Kalman

Fuente: Elaboracion Propia
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¢ Amplitud, F=0.16 (Desplazamiento del mévil y del péndulo).

e Duracion o periodo, T=5s.

Obtenemos las graficas de salida que verifican y concuerdan con el movimiento del

prototipo en 3D:

Salidas del servosistema de control por ubicacion de polos con filtro de Kalman:

Res

Figura 5.104. Salidas del servosistema de control por ubicacion de polos con filtro de

Kalman
Fuente: Elaboracion Propia
En la figura 5.104 se observa como el servosistema realiza el control, la estabilizacion, el
seguimiento y un significativo rechazo de los ruidos y la perturbacion, estas graficas de salida

describen exactamente como son los movimientos del prototipo en 3D, que se dan en la simulacion

en 3D.

A continuacion, se muestran las graficas de los estados del sistema, la sefal de control y

de las salidas contaminadas con ruidos y perturbacion:
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Figura 5.105. Estados del servosistema de control por ubicacion de polos con

filtro de Kalman

Fuente: Elaboracion Propia

Senal de control del servosistema:

Figura 5.106. Senal de control del servosistema por ubicacion de polos con ﬁltrb‘de

Kalman

Fuente: Elaboracion Propia

—~——
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Salidas contaminadas con ruido y perturbacion del servosistema:
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Figura 5.107. Salidas contaminadas con ruido y perturbacion del servosistema de

control por ubicacion de polos con filtro de Kalman

Fuente: Elaboracion Propia

En la figura 5.105 se muestra el resultado de la estimacion 6ptima y el filtrado de ruido

blanco gaussiano presente en los estados que entregara el filtro de Kalman al vector de control.

En la figura 5.106 observamos la grafica de la sefal de control, en la cual se presenta un
valor inicial que es relativamente alto y esto se debe a que se colocd una condicion inicial en el
angulo, luego el valor de la sefial de control se estabiliza en un rango de valores que oscilan entre
-2.5Vy2.5V,esterango de valores es relativamente bajo pero a diferencia del controlador dptimo
LQR, estos no son los valores minimos necesarios, es decir no son valores 6ptimos para la sefial
de control para que el sistema pueda satisfacer la especificaciones de disefo, y esto hace una de
las diferencias importantes con el servo-controlador LQG, ya que en este controlador no hay una

minimizacion de la energia de control o ahorro de energia para que el sistema pueda cumplir las
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especificaciones de disefio.

Se observa en la figura 5.107 las salidas del servosistema de control contaminadas con
ruidos de proceso y de medida, ademas de ser afectadas por la perturbacion externa, se observa
que los ruidos y perturbaciones afectan notablemente a las sefiales de salida, con lo cual no se
obtiene un buen desempeno del sistema ni tampoco permite realizar las mediciones de los

parametros de la respuesta temporal.

En general después de observar los resultados de las figuras 5.104, 5.105, 5.106 y 5.107,
se concluye que el servosistema de control por ubicacion de polos con filtro de Kalman, logra
seguir a la entrada de referencia en un tiempo aceptable, presenta un buen rechazo de ruidos y
perturbaciones, esto debido al aporte del filtro de Kalman, sin embargo no realiza una
minimizacidon de la cantidad de energia necesaria para suministrar al sistema de control y hacer

que este cumpla las especificaciones de disefio.
A continuacion, se verificara que el servosistema cumpla las especificaciones de disefo.

Se procederd a analizar los parametros de la respuesta temporal del servosistema disefiado
y también se verificard el cumplimiento de las especificaciones de disefio, para ello, de igual

manera que en el controlador LQG se aplicé la siguiente condicion inicial al sistema fisico:

0
o = 11?)0]
0

A continuacion, se muestra el andlisis de los parametros obtenidos en la respuesta temporal

del sistema:
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Tiempo de establecimiento (tss)

Se muestra los resultados de forma grafica y los calculos respectivos que aseguran el

cumplimiento de las especificaciones de disefio del servosistema de control.

Grafica x(t)-referencia, para el calculo del ¢:

Figura 5.108. Grdfica para el calculo del tys para el servosistema de control por

ubicacion de polos con filtro de Kalman

Fuente: Elaboracion Propia

Con el criterio del 2%, es decir:

Ymax = 0.75 + 0.02(0.75) = 0.765. Voax = 0.765.

Obtenemos un: ty, = 7.324s.

El cual es menor a tg; = 8s. En conclusion, cumple la especificacion de disefio tgg < 8s.

Maximo sobreimpulso (Mp)
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Grafica para el calculo del Mp:

Saneis basod (T-125.000

Figura 5.109. Grdfica para el calculo del My, para el servosistema de control por

ubicacion de polos con filtro de Kalman

Fuente: Elaboracion Propia
El Mp calculado es de:

_ 0.849197 - 0.75

b= T =0.1323

Mp = 13.23%

Cumple con la especificacion de disefio Mp<=15%.

Un Mp=15% equivale a y(t)=0.8625.

Angulo del brazo pendular 6(t):

Se muestran los resultados graficos del valor inicial del angulo debido a la condicion
inicial, y luego el rango de valores de este al estabilizarse con respecto al tiempo, todas las graficas

se expresan en grados sexagesimales.

Publicacion autorizada con fines académicos e investigativos

En su investigacion no olvide referenciar esta tesis




R UNIVERSIDAB:
y =5 R CATOLICA
TESIS UCSM - 7 - ==¢"  DE SANTA MARIA

REPOSITORIO DE

Valor inicial del angulo:

Figura 5.110. Valor inicial del angulo 8(t) para el servosistema de control por
ubicacion de polos con filtro de Kalman

Fuente: Elaboracion Propia

En la figura 5.110 observamos que de acuerdo a la condicion inicial del sistema fisico el
angulo parte desde un valor inicial de 10°, después de ese valor obtiene un valor minimo de -7.234°

y luego se estabiliza en un rango de valores que cumple las especificaciones de disefio.

Intervalo de valores del angulo:

Figura 5.111. Intervalo de valores del angulo 6(t) para el servosistema de control por
ubicacion de polos con filtro de Kalman

Fuente: Elaboracion Propia
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Se observa en la figura 5.111 la evolucion temporal del &ngulo del brazo pendular y se nota
que en cada cambio de la sefial de referencia los valores del angulo oscilan entre el siguiente

intervalo:
—5.60° < 0 < 5.72°
Valores maximos y minimos del angulo

El 4ngulo obtiene sus valores maximos y minimos debido a la condicion inicial del sistema

fisico y son:
Omax = 102 Omin = —7.234°

Seiial de control u(t):

Se mostrara de forma gréfica el valor inicial y la evolucion temporal de la senal de energia

de control u(t).

Valor inicial de la sefal de energia control u(t):

por ubicacion de polos con filtro de Kalman

Fuente: Elaboracion Propia
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Figura 5.113. Valores maximos y minimos de la sefial de control u(t) V para el
servosistema de control por ubicacion de polos con filtro de Kalman

Fuente: Elaboracion Propia
Observando las figuras 5.112 y 5.113 denotamos que la sefal de control u(t) tiene un valor

inicial de OV, llega a tener un valor maximo de 13.9V y un valor minimo de -9.07V.

Intervalo de valores de la sefal de energia de control u(t):

‘H' o

o s 712

Figura 5.114. Intervalo de valores de la serial de control u(t) para el servosistema de
control por ubicacion de polos con filtro de Kalman

Fuente: Elaboracion Propia

—~——
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Se muestra en la figura 5.114 que los valores de la sefal de energia de control cambian

cada vez que la senal de referencia cambia y se encuentran dentro del siguiente intervalo:

—233V <u(t) <245V

Debido a la condicion inicial en el dngulo, la sefal de energia de control u(t) obtiene los
valores pico maximo y minimo (13.9V y -9.07V), ya que al partir el brazo pendular desde un
angulo diferente de 0° se requiere enviar mayor cantidad de energia al actuador para que el angulo
se estabilice en 0°, después de lograr la estabilizacion el valor de la sefal de control cambia de
acuerdo a los cambios de la sefial de referencia, pero estos valores de cambio se encuentran dentro
del intervalo dicho anteriormente. El rango de valores de la sefial de energia u(t) que se mencionan
en el intervalo anterior, son los valores que calculd el controlador para poder cumplir las
especificaciones de disefio planteadas, sin embargo como ya se vio en el diseno del controlador
LQG, estos valores no son los minimos necesarios, es decir no son valores 6ptimos para la sefial
de control, se podria afirmar que no se hace un ahorro de energia en cuanto a los valores iniciales
(13.9V y -9.07V) y a los valores estables del intervalo mencionado, esto debido a que este
controlador no minimiza un indice de rendimiento entre la energia de control y la rapidez del
sistema, por ende hace un calculo de la sefial de energia necesaria para cumplir las especificaciones
de disefio pero no es Optima, lo cual hace una diferencia importante entre el servo-controlador
LQG vy el servo-controlador por ubicacién de polos con filtro de Kalman. Aun asi se estd

cumpliendo con la especificacion de disefio |u| < 15 V en todo momento.

Se concluye que el servosistema de control por ubicacion de polos con filtro de Kalman
para el péndulo invertido cumple con las especificaciones de disefio, sin embargo, no realiza un

empleo Optimo de las variables de control mas importantes del sistema, a continuacion, se resumen
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las especificaciones que se cumplieron en la tabla 5.2:

Tabla 5.2. Parametros del servosistema de control por ubicacion de polos con filtro de

Kalman con el sistema fisico en 3D

Especificacion Parametro del sistema
-M,, < 15% -M,, = 13.23%
-tgs < 8s (criterio 2%) -ty = 7.324s
-lul < 15V

Umax = 13.9V (si cumple con la especificacion |u| < 15V)

Umin = —9.07V (si cumple especificacion u<=15V)

Intervalo: —2.33 V < u(t) < 2.45V (si cumple especificacion u<=15V)

-|@8] < 10° -Intervalo:—5.602 < § < 5.72°¢

-0ax = 102 (Por condicidn inicial)

0, = —7.234°

Fuente: Elaboracion Propia

De acuerdo a los resultados obtenidos tanto de forma grafica como en el cumplimiento de
las especificaciones de disefo, se obtuvo un sistema de control de seguimiento de referencia
disefiado por el método de ubicacion de polos al cual se le afiadi6 un filtro de Kalman, es decir se
conformo un servo-controlador estocastico, solo que a diferencia del servo-controlador LQG este
no minimiza el tamafo de la sefial de energia de control, por ende no se obtienen valores 6ptimos

para la sefial de control y demds variables importantes, pero aun asi se llega a cumplir las
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especificaciones de disefio y esta técnica de control no se descarta como opcidn cuando se requiera
disefiar algun sistema de control en el cual pueda satisfacer las especificaciones sin necesidad de
optimizar algiin parametro, se concluye que el servosistema disefiado y simulado cumple con éxito
las especificaciones de diseno y ademas es robusto frente a ruidos y perturbaciones estocasticas,
ademas de que se ejercid control sobre un tipo de sistema sub-actuado como el péndulo invertido
sobre un carro. En el siguiente capitulo se desarrollard un andlisis comparativo entre las dos

técnicas de control desarrolladas en este capitulo y aplicadas al sistema del péndulo invertido.
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CAPITULO VI
6. ANALISIS COMPARATIVO

En este capitulo se desarrollard el andlisis comparativo correspondiente a los dos
servosistemas de control desarrollados en el capitulo V, es decir al servosistema de control lineal
cuadratico gaussiano (LQG) y al servosistema de control por ubicacion de polos con filtro de
Kalman, evaluando los pardmetros de la repuesta temporal de cada uno y haciendo la comparacion,

analizando las ventajas y desventajas de cada uno.

6.1. Comparacion del desempeiio de los sistemas de control
Se realizar4 el analisis comparativo del desempeno de los sistemas de control disefiados en

el capitulo anterior con los parametros de la respuesta en el tiempo, los cuales son:

e Tiempo de establecimiento (ts).

e Maximo sobreimpulso (M,).

e Error de estado estacionario (egs).

Y asi mismo con las variables mas relevantes del sistema (variable a controlar y variable

de control):
e 0,4, (Angulo maximo del péndulo en grados).
® U (Sefal maxima de energia de control).
Luego se hard una comparacion de forma grafica del desempeiio de ambos controladores

para cada variable a controlar, sujeto el sistema a las mismas condiciones. De esta manera se
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evaluard el performance del sistema y el desempefio de los controladores disefiados, concluyendo

cual ofrece un mejor performance al sistema para cada situacion en particular.

Se iniciard el andlisis sometiendo el sistema a condiciones iniciales, ruidos y
perturbaciones, analizando el comportamiento y el rechazo del sistema ante ruidos y
perturbaciones, para ello se iniciard el andlisis con condiciones iniciales diferentes de cero en el
sistema fisico, cabe resaltar que solo se puede colocar condiciones iniciales en el angulo, ya que
esta no es la variable que se retroalimenta y ademas de que el objetivo es controlar un sistema

subactuado.

El andlisis comparativo se realizard sobre el sistema sometido a ruido gaussiano,
perturbaciones y condiciones iniciales debido a que se va a probar el funcionamiento y aporte del
filtro de Kalman a ambas técnicas de control (LQR y Ubicacién de Polos) por ello que la tnica
forma en la que se haga una comparacion es que se pruebe el sistema con ruidos gaussianos y
perturbaciones, no tendria sentido probar el sistema sin ruidos gaussianos con filtro de Kalman ya

que no se veria su aporte, por ello se realizara la comparacion de esta forma.

En todas las tablas y graficas se comparard con el sistema sometido a ruidos y

perturbaciones. A continuacion, iniciamos el analisis con condiciones iniciales diferentes de cero:

6.1.1. Servosistemas con condiciones iniciales x(0) = 0,0(0) = 10°
En todas las pruebas realizadas se utilizaron los ruidos blancos gaussianos y perturbaciones

mencionados en las especificaciones de disefio los cuales son:

Ruido de Proceso (Ruido Blanco Gaussiano)

e PSD =1+ 10-6(%) Voay = 12.5mV
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Ruido de Medida (Ruido Blanco Gaussiano)

e PSD =1+ 10-4(%) , Vo = 125mV
Perturbacion externa (Desplazamiento del mévil y del péndulo)

e F=0.16, Duracion o periodo, T=5s

Se muestra en la siguiente tabla los parametros obtenidos con la aplicacion de cada controlador
al sistema de péndulo invertido para diferentes valores de sefial de referencia y condiciones

iniciales, los cuales operan en la siguiente zona de operacion para el set-point o referencia:

Zona de operacion del Set-Point: —0.75m < x(t) < 0.75m

Tabla 6.1 Parametros de los servosistemas de control para analisis comparativo

tgs M, € U ax 0,.ax | Referencia | Velocidad | Condiciones

x(t)(SP) del movil | iniciales

Servo-control | 6.192s | 13.81% | 0.01177 | 8.09V | 2.9272 | 0.75m 0.121 m/s | x(0) =0

LQG 0(0)=10°

Servo-control | 7.324s | 13.23% | 0.01478 | 139V 5.72° | 0.75m 0.102 m/s | x(0) =0

por Ubicacion 0(0) = 10°

de polos con

Filtro de

Kalman

Servo-control 5.84s 8.73% | 0.003894 | 3.98V 2.5382 | 0.65m 0.111m/s | x(0)=0

LQG 0(0) =5°

Servo-control 7.1s 6.15% | 0.005014 | 6.59V 49642 | 0.65m 0.091 m/s | x(0)=0

por Ubicacion 0(0) =5°

de polos con

Filtro de

Kalman

Servo-control | 4.956s 7.1% | 0.003876 | 0.715V 2.074° | 0.5m 0.101 m/s | x(0)=0

LQG 8(0)=0°

Servo-control | 6.84s 7.02% | 0.007494 | 1.66V 3.787° | 0.5m 0.073 m/s | x(0)=0

por Ubicacion 0(0)=0°

de polos con

Filtro de

Kalman

Servo-control | 4.973s | 7.34% | 0.003816 0.5V 1.451° | 0.35m 0.0704m/s | x(0) =0

LQG 8(0)=0°

Servo-control | 6.875s 7.53% | 0.006342 | 1.19V 2.702 | 0.35m 0.0509m/s | x(0)=0

por Ubicacion 0(0)=0°

de polos con

Filtro de

Kalman

Fuente: Elaboracion Propia
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Se muestra el analisis comparativo grafico para asi corroborar los datos de la tabla 6.1 con

condiciones iniciales x(0) = 0,06(0) = 10°.
6.1.1.1. Analisis comparativo con parametros de respuesta temporal

a. Grafica x(t)-referencia, para el calculo del t;:

e Servosistema de control LQG

Figura 6.1. Grdfica para el analisis comparativo del tgg del servosistema
LOG en 3D

Fuente: Elaboracion Propia
Como se muestra en la figura 6.1 tenemos un tiempo de establecimiento de: tg; = 6.192s.

e Servosistema de control por ubicacion de polos con filtro de Kalman

m

Figura 6.2. Grdfica para el analisis comparativo del tgg del servosistema por ubicacion

de polos con filtro de Kalman en 3D
Fuente: Elaboracion Propia
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Como se observa en la figura 6.2 tenemos un tiempo de establecimiento de: tg, = 7.324s.

b. Grifica para el calculo del M,,:

e Servosistema de control LQG

Figura 6.3. Grdfica para el andlisis comparativo del My, para el servosistema LQG en
3D

Fuente: Elaboracion Propia

De la figura 6.3 obtenemos un maximo sobre impulso calculado de M,, = 13.81%.

e Servosistema de control por ubicacion de polos con filtro de Kalman

Figura 6.4. Grdfica para el analisis comparativo del My, para el servosistema por ubicacion de
polos con filtro de Kalman en 3D

Fuente: Elaboracion Propia
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De la figura 6.4 se obtiene un maximo sobre impulso calculado de M,, = 13.23%.

¢. Grafica para el calculo del eg,:

Se realiz6 la medicion del ey, sobre la respuesta del sistema 3D en la simulacion, después
de que ha pasado el periodo transitorio de la respuesta del sistema, obtenemos las siguientes

graficas:

e Servosistema de control LQG

Figura 6.5. Grdfica para el analisis comparativo del ess para el servosistema LOG en
3D

Fuente: Elaboracion Propia

En la figura 6.5 observamos que se obtuvo un error de estado estacionario de: ey =

0.01177.

e Servosistema de control por ubicacion de polos con filtro de Kalman
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Figura 6.6. Grdfica para el analisis comparativo del ey para el servosistema por
ubicacion de polos con filtro de Kalman en 3D

Fuente: Elaboracion Propia
De la figura 6.6 observamos que se tiene un error de estado estacionario de: e;; = 0.01478.
d. Grafica para el calculo de u(t) — U,y

Se analizard y comparara el maximo consumo de la sefial de energia u(t), el cual es w4y

e Servosistema de control LQG

Valor inicial de la senal de control u(t):

servosistema LOG en 3D

Fuente: Elaboracion Propia
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Figura 6.8. Valores maximos y minimos de la serial de control u(t) para el analisis
comparativo del servosistema LOG en 3D

Fuente: Elaboracion Propia

Intervalo de valores de la sefial de control u(t):

Fi igdra 6.9. Intervalo de valores de la sefial de control u(t) para el andlisis cbnﬁbamtivo
del servosistema LOG en 3D

Fuente: Elaboracion Propia

La sefial de energia de control u(t) inicia en OV y alcanza un valor maximo de 8.09V y

luego obtiene un valor minimo de -4.76V.

Umax = 8.09V

Intervalo:

0.823V <u(t) <1.08V
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e Servosistema de control por ubicacion de polos con filtro de Kalman
La senal de control u(t) presenta un valor inicial como en la siguiente imagen:

Valor inicial de la sefal de energia control u(t):

uuuuu Sapie

Figura 6.10. Valor inicial de la sefial de control u(t) para el andlisis comparativo del

servosistema por ubicacion de polos con filtro de Kalman en 3D

Fuente: Elaboracion Propia

Figura 6.11. Valores maximos y minimos de la sefial de control u(t) para el analisis
comparativo del servosistema por ubicacion de polos con filtro de Kalman en 3D

Fuente: Elaboracion Propia
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Fi iéura 6.12. Intervalo de valores de la sefial de control u(t) para el analisis comparativo
del servosistema por ubicacion de polos con filtro de Kalman en 3D

Fuente: Elaboracion Propia

La sefial de energia de control u(t) inicia en OV y alcanza un valor maximo de 13.9V y

luego obtiene un valor minimo de -9.04V.
Umax = 139V

Intervalo:

—23V=u<241V

e. Grafica de theta(t) — 0,4

A continuacion, se analizard y comparard el maximo desplazamiento del angulo del brazo

pendular.

e Servosistema de control LQG
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REPOSITORIO DE

El valor inicial de 8 es de 10° debido a la condicion inicial como se muestra en la siguiente

figura:

Figura 6.13. Valor inicial del angulo 0(t) para el andlisis comparativo del servosistema
LOG en 3D

Fuente: Elaboracion Propia

Figura 6.14. Intervalo de valores del angulo 0(t) para el andlisis comparativo del
servosistema LOG en 3D

Fuente: Elaboracion Propia

Cumple con la especificacion 8 < 102, debido a que los valores de 6 oscilan entre:

—2.925° <60 <£2.927¢°
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e Servosistema de control por ubicacion de polos con filtro de Kalman

El valor inicial de 8 debido a la condicion inicial es de 10 °, como se muestra en la figura:

Figura 6.15. Valor inicial del angulo 6(t) para el analisis comparativo del servosistema
por ubicacion de polos con filtro de Kalman

Fuente: Elaboracion Propia

Figura 6.16. Intervalo de valores del angulo 0(t) para el andlisis comparativo del
servosistema por ubicacion de polos con filtro de Kalman

Fuente: Elaboracion Propia

Cumple con la especificacion 8 < 102, debido a que los valores de 6 oscilan entre:

—5.60°2 < 0 < 5.72°
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COMENTARIO

Al tener condiciones iniciales diferentes de cero se puede observar mejor la diferencia y el
aporte de ambos controladores, en base a los resultados obtenidos determinamos que el servo-
controlador LQG ofrece un mejor desempeio al sistema debido a que presenta mejores parametros
de respuesta en el tiempo, ya que ofrece un menor tiempo de establecimiento (ts), aunque
ligeramente un mayor sobreimpulso (My,), se observa como minimiza ¢l tamafio de la sefial de
control (u) en comparacion al otro controlador, debido al controlador 6ptimo (LQR) que compone
al controlador LQG, asi como también tiene efectos en la respuesta rapida del sistema, es decir en
el tiempo de establecimiento (tss) y en el desplazamiento angular () ya que es menor en
comparacion al servo-controlador por ubicacion de polos con filtro de Kalman, ademas de las
propiedades de filtrado de ruido y estimacién optima de estados que proporciona el filtro de
Kalman, todo ello cumpliendo las especificaciones de disefio planteadas para el sistema de control.

Ademads, cabe precisar que, de forma general, el controlador LQG es mas realista en
comparacion al controlador 6ptimo LQR, ya que el controlador LQR requiere sensores/actuadores
razonablemente exactos e ideales, necesita que todos los estados del sistema estén disponibles y

ademas no esté preparado para perturbaciones estocasticas o ruidos gaussianos.
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CAPITULO VII

7. ANALISIS ECONOMICO

En este capitulo se presentara una relacion de presupuestos y estimaciones de costo con el

fin de predecir el costo final de los disefios elaborados.

7.1. Estimacion de costos de disefio

En esta seccion se detallara los costos de disefio implicados en la presente investigacion,
el proyecto fue desarrollado e implementado en los softwares “Matlab©”, “Simulink©” con los
paquetes o “Toolbox’: “Control System Toolbox”, ”Simscape Multibody”, con licencia
profesional y el software de disefio mecanico “Solidworks©” con licencia profesional, ademas de
ello se tomo en cuenta el costo en horas-hombre de lo que conlleva al disefio de ingenieria que
concierne al disefio de los sistemas de control, al disefio mecéanico del prototipo, pruebas y
verificacion y a la documentacion de la tesis, ademas del hardware o equipo utilizado y los

materiales fungibles, para luego obtener una estimacion del costo total del proyecto de tesis.

7.1.1. Costo de personal
Los costos de mano de obra del proyecto que conciernen al disefio de ingenieria de control,
disefio mecanico, pruebas de funcionamiento y verificacion y documentacion de la tesis fueron

autofinanciados por el tesista.

7.1.2. Software empleado
En esta seccion se incluye todo el software utilizado, se considera el precio de la licencia
de cada software por un periodo de 1 afio en correspondencia al tiempo aproximado de la

investigacion desarrollada:
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Tabla 7.1. Costos de adquisicion de software

Software -Licencias Anuales Precio Licencia Original Precio Licencia Soles

Windows 10 Professional $267.00 $/998.58
Microsoft Office 2016 Professional $54.00 $/201.96
Solidworks Professional $3,000.00 S/11,220.00
Matlab $940.00 $/3,515.60
Simulink $1,420.00 $/5,310.80
Control System toolbox $540.00 $/2,019.60
Simscape Multibody $1,420.00 $/5,310.80
Total S/28,577.34

Fuente: Elaboracion Propia

7.1.3. Equipos o hardware

En esta seccion se calcula el costo de los equipos utilizados para el proyecto:

Tabla 7.2. Costos de adquisicion de hardware

Hardware Cantidad Precio Soles Total
Computador con caracteristicas
apropiadas 1 $/2,800.00 $/2,800.00

Fuente: Elaboracion Propia

7.1.4. Material fungible

En este apartado se muestran los costos del material fungible utilizado en el proyecto:

Tabla 7.3. Costos de material fungible

Material Cantidad Precio soles Total
Material de escritorio 1 S/100.00 $/100.00

Fuente: Elaboracion Propia

7.1.5. Costo total del proyecto
En esta seccion se suman los costos parciales presentados anteriormente para obtener el

costo total del proyecto de tesis, como se muestra en la siguiente tabla:
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Tabla 7.4. Costo total del proyecto de tesis

Costo total del Proyecto de Tesis

Software S/28,577.34
Equipos $/2,800.00
Material fungible $/100.00
Total S/31,477.34

Fuente: Elaboracion Propia

En la tabla 7.4 se resumen los costos finales del proyecto, estimando un costo total de
S/31,477.34, el cual representa un monto aproximado entre licencias de adquisicion de software,

equipos de hardware y material fungible.
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES
CONCLUSIONES
1. En el presente trabajo de investigacion se realizo el disefio y analisis comparativo del
sistema de péndulo invertido aplicando técnicas de control lineal cuadratico gaussiano, esto
mediante el disefio e implementacion en software de simulacién del servo-controlador
Lineal Cuadratico Gaussiano y el servo-controlador por ubicacion de polos con la
aplicacion del filtro de Kalman para un sistema de péndulo invertido, ademas de evaluar el

desempefio de ambos sistemas frente a perturbaciones y ruidos gaussianos.

2. Se realizo el modelo matematico del sistema péndulo invertido sobre un carro de 2GDL
mediante un enfoque energético utilizando las ecuaciones de Euler-Lagrange, para obtener
las expresiones de energia de cada elemento del sistema e identificar los elementos que
disipan o inyectan energia al sistema, ademas de ser una forma generalizada de obtener un

modelo matematico para sistemas mecéanicos ya sean actuados o sub actuados.

3. Se realizd el disefio, modelamiento y simulaciéon del prototipo 3D con dimensiones
reales, asimismo se considera util y necesario el disefio del prototipo 3D del sistema fisico
o planta a la cual se van a aplicar los controladores disefiados, ya que de esta forma al tener
un prototipo el cual se debe asemejar al modelo matematico del sistema realizado, se
pueden realizar varias pruebas y modificaciones de nuestro controlador disefiado y ver la
respuesta del prototipo fisico virtual, de esta manera nos aseguramos que al probar el
controlador disefiado en el prototipo real tenga mdas probabilidades de funcionar

correctamente o como se deseaba, cumpliendo las especificaciones de disefio.
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4. Se analiz6 el comportamiento de la dindmica del sistema fisico tanto continuo y discreto
y se establecio el modelo del sistema discreto en el espacio de estados, concluyendo que el
sistema de péndulo invertido sobre un carro de 2gdl, es un sistema altamente inestable y
no lineal, con lo cual se justificod y se hizo necesario disefiar un controlador capaz de
estabilizarlo, seguir una entrada de referencia y ser robusto frente a perturbaciones y ruidos

gaussianos.

5. Se disefi6 el controlador lineal cuadratico gaussiano LQG con seguimiento de referencia,
disefiando como primera etapa, el sistema aumentado para incrementar el tipo del sistema
y asi pueda seguir la entrada de referencia que se le proponga, luego se disend el
controlador 6ptimo LQR, seleccionando las matrices de ponderacion Q y R de forma
adecuada para asi encontrar el mejor vector de control 6ptimo, posteriormente se disefio el
filtro de Kalman, y luego se interconectd con el vector de control 6ptimo , para conformar

el servo-controlador lineal cuadratico gaussiano (LQG).

6. Se realiz6 el disefio del controlador por ubicacion de polos con la aplicacion del filtro de
Kalman con seguimiento de referencia, teniendo ya disenado el sistema aumentado, se
procedio a disefiar el controlador por ubicacidon de polos de acuerdo a las especificaciones
de diseno del sistema de control, luego se diseno el filtro de Kalman y de igual forma que
el anterior servo-controlador se realizo la conexion de los estados estimados del filtro de
Kalman al servo-controlador por ubicacién de polos, para asi conformar el servo-

controlador por ubicacion de polos con filtro de Kalman.

7. Se realiz6 el andlisis comparativo entre ambas técnicas de control disefiadas evaluando

los pardmetros de la respuesta temporal y de las variables de control, para poder determinar
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de forma cuantitativa cual es el controlador que ofrece un mejor desempeiio al sistema de
péndulo invertido, se sometid al sistema a perturbaciones y ruidos gaussianos para probar
las cualidades, robustez y el rechazo de los controladores ante estas perturbaciones y ruidos
en el sistema, demostrando que el servo-controlador LQG ofrece un mejor desempefio que
el servo-controlador por ubicacion de polos con filtro de Kalman en cuanto al rechazo de
ruidos en el sistema, rapidez de la respuesta temporal y mejor uso de la energia de control,

demostrando de esta manera la hipdtesis planteada.

8. En el diseno de controladores modernos, el controlador 6ptimo LQR es uno de los mas
fundamentales y utilizados en investigaciones y desarrollo de proyectos de ingenieria de
control, ya que presenta una metodologia practica de disefio, con la cual se puede utilizar
para varios tipos de sistemas o plantas sean MIMO o SISO considerando optimizar ciertas
variables, es decir se puede considerar como una opcion practica disefiar controladores
LQR cuando se tenga que estabilizar y de alguna manera se requiera optimizar algin
parametro de un sistema fisico dado, la desventaja al disefar este controlador es que no se

considera los ruidos externos y presentes en el sistema.

9. En el disefio del filtro de Kalman se consideré emplear el filtro de Kalman de tiempo
continuo en estado estacionario o también conocido como filtro de Kalman-Bucy, debido
a que la prueba del controlador se realizé mediante simulacion de software, por ello no fue
necesario desarrollar el algoritmo discreto del filtro de Kalman, se utilizo el filtro de
Kalman-Bucy como estimador o6ptimo de estados, ya que minimiza la matriz de

covarianzas del error de estimacion de estados.

Publicacion autorizada con fines académicos e investigativos

En su investigacion no olvide referenciar esta tesis




UNIVERSIDAD

REPQSITORIO DE CATOLICA

TESIS UCSM DE SANTA MARIA

10. En el disefio del controlador LQR y del filtro de Kalman un aspecto fundamental es la
seleccion de las matrices de ponderacion Q y R, ya que estas denotan el peso o el valor de
importancia de los pardmetros para el disefio de cada uno de estos elementos, para el
controlador LQR la correcta eleccion de las matrices Q y R denotan una seleccion optima
entre la respuesta rapida del sistema y la energia de control que se aplica al sistema para
cumplir las especificaciones de disefio. En el filtro de Kalman la eleccion de las matrices
Q y R denotan una ponderacion entre el ruido de proceso (ruido interno del sistema) y el
ruido de medida (ruido en las salidas del sistema), es decir indica el peso o la importancia

de los ruidos presentes tanto en el proceso como en las salidas del sistema.

11. En el proceso de disefio la eleccion de las matrices Q y R se realiza muchas veces con
el método de prueba y error, aun asi, no toma mucho tiempo encontrar los mejores valores
para nuestro sistema, sin embargo, existen métodos de inteligencia artificial para encontrar
estos valores de forma optima y automatizada, como por ejemplo el empleo de algoritmos
genéticos para encontrar los valores optimos de estas matrices, lo cual aporta mejoras en

el proceso de disefio.
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RECOMENDACIONES
1. Parallevar a cabo el disefio de estos controladores estocasticos avanzados, se recomienda
tener un conocimiento suficiente en las areas de procesos estocasticos, andlisis funcional,
optimizacion y teoria de control moderno, para asi poder tener un claro entendimiento y
concepcion de todo lo que concierne al proceso de disefio de estos controladores y evaluar

las ventajas y aportes que ofrecen a los sistemas de control.

2. Para realizar la implementacion en software de simulacion de estos controladores se
recomienda utilizar software de disefio mecéanico profesional como Solidworks© o
Inventor Professional para realizar el prototipo 3D, ya que estos ofrecen opciones utiles
como la seleccion de materiales y el calculo de parametros fisicos, asi mismo tener un
conocimiento suficiente y buen manejo de las herramientas computacionales para sistemas
de control como MATLABO, Simulink© y Simscape Multibody, ya que se demostro los
resultados de los controladores mediante una simulacién multicuerpo en la interfaz
“Mechanics Explore” de MATLABO, estas herramientas computacionales mejoran el

proceso de disefio de controladores digitales o en el espacio de estados.

3. En base al proceso de disefio de los servo-controladores que se llevo a cabo en esta
investigacion, se recomienda que para llegar a un disefio adecuado y no se presenten errores
en cada etapa de este, procurar realizar el modelamiento matematico del sistema lo mas
preciso y compacto posible sin abarcar muchos términos no lineales, ya que de eso depende
el buen desempeio de los controladores a disefar, ademas de ello trasladar de forma precisa
los pardmetros del modelo matematico al modelo fisico 3D del sistema obtenido en
Solidworks©, para obtener un prototipo con los pardmetros fisicos que mas se asemejen al

modelo matematico, esto nos asegurard un disefio adecuado de los controladores para el
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prototipo real a construir y ensamblar en el futuro.

4. Para llevar a cabo la implementacion en hardware de los servo-sistemas de control
disefiados y del prototipo real del sistema fisico, se recomienda usar una tarjeta de
microcontrolador con buena velocidad de procesamiento para procesar el algoritmo del
filtro de Kalman a implementar ya que este consume considerablemente memoria debido
a que tiene que actualizar y corregir (bucle predictor-corrector) las mediciones y estados
estimados Optimos en cada iteracion del programa, ademas de que tiene que tener la
capacidad de procesar los algoritmos de control 6ptimo en el espacio de estados, para luego
poder conformar el servo-controlador lineal cuadratico gaussiano (LQG) y el servo-
controlador por ubicacion de polos con filtro de Kalman, algunas tarjetas de
microcontrolador recomendadas podrian ser: STM32, DSPIC33FJ32, RASPBERRY PI,
ARDUINO DUE entre otras que mantengan ese nivel procesamiento y adquisicion de

datos.

5. La empresa canadiense Quanser ofrece prototipos de prueba de sistemas fisicos sub-
actuados y actuados a universidades con motivos académicos y de investigacidn como son
los péndulos invertidos traslacional y rotacional, sistemas viga bola, drones, manipuladores
roboticos, etc en donde se pueden implementar controladores modernos como el control
optimo LQR, LQG, control hibrido, control no lineal, etc lo que puede ser una opcidon para
adquirir como equipo de laboratorio y probar e implementar estos algoritmos de control
avanzado y asi desarrollar actividades de investigacion en el area de sistemas de control

moderno.
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CODIGO DE PROGRAMA-DISENO DE SERVOCONTROLADOR LQG

$DISENO DEL SERVOCONTROLADOR LQG PARA EL PENDULO INVERTIDO SOBRE UN CARRO
$SERVO CONTROL LQG PENDULO INVERTIDO SOBRE UN CARRO

$Pardmetros del sistema

clc,clear all

1p=0.65; %$Longitud del péndulo

M=1.5; %$Masa del carrito

m=0.15; $masa del péndulo

b=0.25; %coeficiente de friccidébn del carro
u=0.018; %coeficiente de friccidn del péndulo
g=9.81; %aceleracidén de la gravedad
%Constantes de matrices

0

0

0

9

o

1=-b/ (M+m) ;
2 m*1p/ (M+m) ;
3

4

5

1

2

a
a_2=-

a 3=b/ (M*1p) ;

a_4=((M+m) *q) / (M*1p) ;

a 5=-((M+m) *u) / (m*M*1p"2) ;

b 1=1/(M+m) ;

b 2=-1/(M*1p) ;

$Matrices

A pl=[0100;0a1l10a2;0001;0a3a4ab]l;
B pl=[0;b 1;0;b 2];

C pl=[1 0 0 0;0 0 1 0];

C p2=[1 0 0 0];

%$Para el control LQR con seguimiento, se elegird como salida de seguimiento a
la posicidén del carro x
D pl=[0;0];

4%Modelo en el espacio de estados
disp('Modelo del sistema en el espacio de estados ');
modelo 2=ss(A pl,B pl,C pl,D pl)

%$Modelo discretizado
disp('Modelo discreto en el espacio de estados ');
modelo 2d=c2d(modelo 2,0.1, 'Tustin')

%$Andlisis de Estabilidad

$Estabilidad BIBO

$Tiempo continuo
[nl,dl]=ss2tf(A pl,B pl,C pl,D pl)
nla=nl (1, :);

nlb=nl(2,:);

gx=tf(nla,dl) $Funcion de transferencia X (s)/F(s)

zpk (gx)

gt=tf (nlb,dl) $Funcion de transfrenecia Theta(s)/F(s)

zpk (gt)

impulse (modelo 2) %Respuesta al impulso del sistema inestable
step (modelo 2)

grid on
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$Tiempo discreto

[nl,dl]=ss2tf (modelo 2d.A,modelo 2d.B,modelo 2d.C,modelo 2d.D)
nlad=nl (1, :);

nlbd=nl (2, :);

gxd=tf(nlad,dl,0.1) $Funcién de transferencia X(z)/F(z

zpk (gxd)

gtd=tf (nlbd,d1,0.1) %$Funcién de transferencia Theta(z)/F(z
zpk (gtd)

impulse (modelo 2d) %Respuesta al impulso del sistema discreto
step (modelo_ 2d)

grid on

$Estabilidad Interna
$Tiempo continuo
x0=[0.25;0;pi/18;0];
initial (modelo 2, x0)
grid on

eig (A pl)

$Tiempo discreto
x0=[0.25;0;pi/18;0];
initial (modelo 2d,x0)
grid on

eig(modelo 2d.A)

$DISENO DE SERVO-CONTROLADOR LQR

$Seguimiento de referencia para el control LQR
%$Matrices ampliadas

%Se afiadird el Integrador

Aa=[A pl zeros(4,1);-C p2 0]

Ba=[B pl;0]
Ca=[C p2 0]
Da=[0]

sys_a=ss (Aa,Ba,Ca, Da)
ctrb a=[Ba Aa*Ba (Aa"2)*Ba (Aa"3) *Bal
rangoctrb=rank(ctrb_ a)

$Matriz P - Controlabilidad del sistema aumentado

P=[Aa Ba;-Ca 0]

rangP=rank (P)

%$Rango de la matriz P n=5, el sistema aumentado es controlable
rangA=rank (Aa) ; $Rango de la matriz A aumentada n=3
rangA pl=rank (A pl); $Rango de la matriz A original n=3

%$Disefio LQR para sistema aumentado para 1 salida x, posicién del carro

Q 1gr=[7 0 0 0 0;0 2.5 0 0 0;0 0 50 0 0;0 0 0 2.5 0;0 0 0 0 20]
R 1qr=1;

[k 1gi,S,el=1gr(Aa,Ba,Q lgr,R 1q9r)

disp ('####Vector de Control Optimo ######")

k 1gr=k 1gi(l:end-1) $Vector 6ptimo de regulacidén de estados

k i=k 1qgi (end) $Vector de regulacidén del error (Ki) - SEGUIMIENTO
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disp ('Autovalores del sistema realimentado ')
eig(Aa - Ba*k 1lqgi)

%Sistema de control LQR con seguimiento
disp('Sistema de Control LQI Realimentado')
sys r=ss(Aa - Ba*k 1lqgi,Ba,Ca,Da)

$Disefio del filtro de Kalman

%$Para 1 salida, x posicidébn del carro

%0bs: Se disefla el filtro de Kalman para 1 salida, ya que el disefio para el
%$servocontrolador LQG es para el control de 1 salida.

G=ones (4,1);

$H 2s=zeros(2,1); %h para 2 salidas
H 1s=0; %h para 1 salida ,

%Da es para 1 salida

disp('Sistema aumentado para el filtro de Kalman ');
sys _k=ss (A pl, [B pl G],C p2,[Da H 1s])

$Matrices de Covarianza de los Ruidos
Q k=0.75; %1 ruido de proceso
R k=1.5; %1 ruido de medida, para 1 salida ,"x" posicidén del carro

disp ("##### Filtro de Kalman ###### ')
disp('Modelo en espacio de estados: ')

[Kest,L,P]=kalman (sys k,Q k,R k)

$Disefio del Servocontrolador LQG

disp ("##### Servo-Controlador LQG ########"')
disp('Modelo en espacio de estados :')

K lgg=lqggtrack(Kest,k 1qi) $Servocontrolador LQG

%Sistema realimentado con Regulador LQG(SIN SERVO)

disp('Sistema realimentado con Regulador LQG ')
all=A pl - B pl*k 1qr;

al2=B pl*k 1qgr;

a2l=zeros(4,4);

az2=A pl - L*C p2;

All=[all al2;a2l1 a22]

Bll=[zeros(4,1) zeros(4,1);ones(4,1) -L]
Cl1l=[C pl zeros(2,4)]

Dll=[zeros (2,2)]
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modelo rlqgg=ss(All,B11,C11,D11)
%Sistema realimentado con SERVOCONTROLADOR LQG (Seguimiento de Referencia)
disp('Sistema realimentado con SERVOCONTROL LQOG ');

modelo 2Slgg=feedback (modelo 2,K lgg,+1)
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CODIGO DE PROGRAMA-DISENO DE SERVOCONTROLADOR POR UBICACION DE

POLOS CON FILTRO DE KALMAN

$SERVO CONTROL POR UBICACION DE POLOS CON FILTRO DE KALMAN - PENDULO
INVERTIDO SOBRE UN CARRO

$Parametros del sistema fisico

clc,clear all

1p=0.65; %$Longitud del péndulo

M=1.5; %$Masa del carrito

m=0.15; %$Masa del péndulo

b=0.25; %coeficiente de friccidén del carro
u=0.018; %coeficiente de friccidén del péndulo
g=9.81; %aceleracién de la gravedad
%Constantes de matrices

a 1=-b/ (M+m);

a 2=- m*lp/ (M+m) ;

a 3=b/ (M*1p);

a_4=((M+m) *g) / (M*1p) ;

a_5=—((M+m)*u)/(m*M*lpA2);

b 1=1/ (M+m) ;

b 2=-1/(M*1p) ;

%Matrices

A pl=[0100;0a1l10a2;0001;0a3a4ab]l;

B pl=[0;b 1;0;b 2];

C pl=[1 0 00;0 0 1 0];

C p2=[1 0 0 0];

%Para el control con seguimiento, se elegird como salida de seguimiento a la
posicién del carro x
D pl=[0;0];

%Modelo del sistema fisico en el espacio de estados
disp('Modelo del sistema en el espacio de estados '");
modelo 2=ss(A pl,B pl,C pl,D pl)

impulse (modelo 2) %Respuesta al impulso del sistema inestable

%$Modelo discretizado
disp('Modelo discreto en el espacio de estados ');
modelo 2d=c2d(modelo 2,0.1, 'Tustin')

%$Analisis de Estabilidad

$Estabilidad BIBO

$Tiempo continuo

[nl,dl]=ss2tf(A pl,B pl,C pl,D pl)

nla=nl (1, :);

nlb=nl (2, :);

gx=tf(nla,dl) $Funcion de transferencia X (s)/F(s)
zpk (gx)
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gt=tf(nlb,dl) $Funcion de transfrenecia
Theta (s) /F(s)

zpk (gt)

impulse (modelo 2) %Respuesta al impulso del sistema
inestable

step (modelo 2)

grid on

%Estabilidad Interna
$Tiempo continuo
x0=[0.25;0;pi/18;0];
initial (modelo 2, x0)
grid on

eig (A pl)

$DISENO DE CONTROLADOR POR UBICACION DE POLOS
$Seguimiento de referencia para el control
%$Matrices ampliadas

Aa=[A pl zeros(4,1);-C p2 0]

Ba=[B pl;0]
Ca=[C p2 0]
Da=[0]

sys_a=ss (Aa,Ba,Ca, Da)
ctrb a=[Ba Aa*Ba (Aa"2)*Ba (Aa"3) *Ba]
rangoctrb=rank(ctrb a)

$Matriz P - Controlabilidad del sistema aumentado

P=[Aa Ba;-Ca 0]

rangP=rank (P)

%$Rango de la matriz P n=5, el sistema aumentado es controlable

rangA=rank (Aa) ; $Rango de la matriz A aumentada n=3
rangA pl=rank (A pl); %$Rango de la matriz A original n=3

%$Disefio por Ubicacién de Polos para Sistema Aumentado

%$Polos complejos conjugados deseados

z1=0.95; $Especificacidén: Mp<=15% -> z>=0.52
%$Limite de zl es 1, 0.52<=z1<=1(resp.subamortiguada)
wnl=1.95; $Especificacién: wn>=0.9615

$Polos dominantes, establecen la dindmica del sistema

pl=-z1l*wnl + i*wnl*sqrt(l - (zl)"2);
p2=-z1l*wnl - i*wnl*sqrt(l - (zl)"2);

%$Polos localizados més alejados(plano -s) de los polos dominantes
p3=-3;

%Cerca a este valor (p=-3) se puede controlar mejor el tamafio de la
%sefial de energia de control u

%Se incorporan 5 polos por lo que existen 5 estados en el sistema aumentado

p4=-3.5;
p5=-10;
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%$Polos complejos deseados calculados a partir de las especificaciones de
disefio
p=I[pl,p2,p3,p4,p5]

Ka=place (Aa,Ba,p); %Vector de control
Ki=Ka (end) ; %Vector de seguimiento
Kr=Ka (l:end-1); %Vector de Regulacién

disp ('####Vector de Control -Pole Placement #####4#4#")
Ka

disp ('Autovalores del sistema realimentado ')
eig(Aa - Ba*Ka)

disp('Sistema de Control Pole Placement Realimentado')
sys_r=ss(Aa - Ba*Ka,Ba,Ca,Da)

step (sys _r)
rlocus (sys_r)
$DISENO DE FILTRO DE KALMAN

%Disefio del filtro de Kalman %$Para 2 salidas (Debido a
que no se formara un servocontrolador LQG)

G=ones (4,1); %G toma ese valor porque el ruido de proceso afecta todos
los estados del sistema
H 2s=zeros(2,1); %h para 2 salidas
H 1s=0; %h para 1 salida ,
%Da es para 1 salida
D 2s=[Da;0]; %D para 2 salidas

disp('Sistema aumentado para el filtro de Kalman ');

sys _k=ss(A pl, [B_ pl G],C pl,[D 2s H 2s]) %Para 2 salidas
Q k=100 %$Matriz de ponderacién para 1 ruido de proceso
R k=[1000 0;0 95000] %$Matriz de ponderacidén para el ruido de medida

que afecta a 2 salidas

disp ('##### Filtro de Kalman ###### ")
disp('Modelo en espacio de estados: ')

[Kest,L,P]=kalman (sys k,Q k,R k)
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ANEXO IV: ANALISIS DESCRIPTIVO DEL SISTEMA CON RUEDAS EN EL

MOVIL
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REPOSITORIO DE

En el presente trabajo de investigacion no se considerod el empleo de un movil con ruedas
ya que solo se tiene como objetivo principal demostrar las ventajas de las técnicas de control
mencionadas y realizar un andlisis comparativo del desempefio del sistema, cumpliendo las

especificaciones de disefio.

Para el caso en el que se considere utilizar un mévil con ruedas acopladas se tendria que
diseflar un chasis con la cantidad de ruedas deseadas, realizar el modelamiento 3D de este chasis
con ruedas y ademas de ello realizar el modelado 3D de los servomotores de cada rueda y de su
tarjeta controladora y accionadora como un driver de puente H, después de ello afiadirle las demas

piezas mecénicas del prototipo virtual como el brazo pendular y demaés partes de la estructura.

-
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En cuanto al disefio del servo-controlador lineal cuadratico gaussiano y el servo-
controlador por ubicacidon de polos con filtro de Kalman para este sistema fisico virtual, hay un
ligero cambio en el modelo matematico del sistema en cuanto a la energia potencial del brazo
pendular, sin embargo este cambio no resulta ser significativo para obtener el modelo matematico
final del sistema ya que resulta ser muy similar al anterior, por ende se estima que la sefial de
control o de mando, entregada por el servo-controlador, seguird siendo la misma solo que en esta
ocasion se proporcionaria desde la tarjeta de microcontrolador al driver de puente H, y ya no
directamente al motor del sistema con rieles. Por ende, la metodologia del disefio de los servo-
controladores se mantendria, ademas de que el desarrollo, ejecucion y demostracion de este
proyecto es mediante simulacion 3D, por lo tanto, esta modificaciéon no influye mucho sobre el

disefio y la demostracion del funcionamiento en simulacion de los servo-controladores.

Sin embargo, al momento de realizar la implementacion en hardware si se tendria que tener
en cuenta la diferencia en cuanto al hardware que se utilizaria y el cddigo de programacion de la
tarjeta del microcontrolador y del driver de puente H se modificaria para que las ruedas
implementadas se accionen de acuerdo a la sefial o ley de control proporcionada, y de esta manera
conseguir la estabilizacion del brazo pendular, verificando que se cumplan las especificaciones de

disefio planteadas y se demuestre la hipotesis.
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ANEXO V: DESCRIPCION DEL ACTUADOR Y HOJA DE DATOS
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En el desarrollo del proyecto se simuld a un actuador que recibird la sefial de control u(t),
el cual es un motor de 18V DC de iman permanente debido a que el disefio de este tipo de motor
permite variar su velocidad con facilidad al aplicar cambios en la sefal de voltaje, ademds que
presenta una buena relacion torque-velocidad, lo cual es necesario para poder realizar el
desplazamiento del mévil y el levantamiento del brazo pendular en un tiempo apropiado, ademas

de su amplia aplicacion en proyectos de electronica, robdtica e ingenieria de control.

En el caso de los motores DC con bobinado de excitacion se tendria que utilizar un motor
de tipo Serie ya que este ofrece un buen torque de arranque y eso nos ayudaria en la etapa del
levantamiento del brazo pendular, esto siempre dependiendo de la carga que tenga que manejar el
motor, ademas de que la velocidad no se mantiene muy constante con la carga. A continuacion, se

muestra el codigo y la hoja de datos del motor de iman permanente seleccionado:

Motor DC18V 2224018SR
S FAULHABER
DC-Micromotors 6.8 mNm
Precious Metal Commutation 8,5wW

Q
2
¢

w
»

N
M
¥

~—
6 v
R 194 Q
P 82 ~
e 8200 mint
No-load current, typ. (with shaft © 2 mm) & 0,066 0,029 0,014 0,01 0,007 0,005 A
nte 185 21,2 19.8 214 19 16,9 mNm
e 023 0,2 0.2 0,21 0,2 0,22 mNm
ke 2730 1380 657 4asa 328 219 minYWV
Back-EMF constant o 0,366 0,725 1,52 22 3,04 4,56 mV/min*
Torque constant S 349 692 145 21 29,1 4a3s mNmVA
Current constant o 0,286 0,144 0,069 0,048 0,034 0,023 A/mNm
Slope of n-M curve AniAM 438 387 394 379 an 462 minYmNm
Rotor inductance L 1 a5 200 450 800 1800 HH
Mechanical time constant Te n 1 1 1 1" n ms
Rotor inertia J 2.4 2.7 2.7 28 2.6 2.3 gom?
Angular acceleration [ 2 77 78 74 77 74 74 -10%radis?
17 Thermal resistance Rone I Ros S720 L
18 Thermal time comstant T/ Tar 6.8/440
19 Operating temperature range:
- motor -30 ... +8S (optional version -55 __ +125) “c
~ winding, max. permissible 125 <
20 Shaft bearings sintered bearings ball bearings, prelcaded
21 Shaft load max_: (standard) {optional version)
- with shaft diameter 2 2 mm
~ radial at 3 000 min™ (3 mm from bearing) 1.3 8 N
~ axial at 3 000 min™* 0.2 08 N
— axial at standstill 20 10 N
22 Shaft play:
- radial < 0,03 0,015 mm
- axial - 0.2 o mm
23 Housing material steel, black coated
24 Mass 46 g
2S Direction of rotation clockwise, viewed from the front face
26 Speed up to P 9 000 mint
27 Number of pole pairs 1
28 Magnet material NdFe8

ted values for continuous operation

29 Rated torque At 2.2 45 6,7 68 6.6 6,1 mNm
30 Rated current (thermal limit) =~ 0.7 ‘ 0.7 0.52 0.37 0.25 0,16 A
31 Rated speed -~ 7170 6 390 4 390 4 800 4 300 4060 min-t
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| voltage and at a 22°C ambient temperature. The Rw value has been reduced by 0%.

Note: Rated values are calculated with
n [min’']
Note:
The di indi the ded 12 000

medi\irehﬁonmthemil&ktotque
at the output shaft for a given ambient

10 000

B 2224u018%8
O 2224001858 (R, -50%)
[ Z mntermattent operation

temperature of 22°C.

The diagram shows the motor in a 8000
completely insulated as well as thermally
coupled condition (Rs: 50% reduced). 6 000
The nominal voltage (Ux) curve shows

the operating point at nominal voltage 4000

in the insulated and th lly coup L3

condition. Any points of operation above 2000 T —

the curve at inal voltage will requi T

a higher operating voltage. Any points e e =

below the nominal voltage curve will 0 * += M [mNm]
require less voltage. 0 2 4 6 8 10

Recommended operation areas (example: nominal voltage 18V)

Dimensional drawin

Orientation with respect to motor
terminals not defined

#] 0,02 |

2224R...SR
Options
E ple product designation: 2224U012SR-277
Option Type Description
| Twin Leads For motors with twin leads (PVC), length 150 mm, red (+) / black (-)
4924 Twin Leads For motors with twin leads (PVC), length 300 mm, red (+) / black (-)
X4924 Twin Leads For motors with twin leads (PVC), length 600 mm, red (+) / black (-)
4925 Twin Leads For motors with twin leads (PVC), length 150 mm, red (+) / black (-), with connector AMP 179228-2
X4925 Twin Leads For motors with twin leads (PVC), length 300 mm, red (+) / black (), with connector AMP 179228-2
Y4925 Twin Leads For motors with twin leads (PVC), length 600 mm, red (+) / black (-), with connector AMP 179228-2
F Single Leads For motors with single leads (PTFE), length 150 mm, red (+) / black (-)
277 Bearings 2 preloaded ball bearings

Product combination

Precision Gearheads / Lead Screws | Encoders Drive Electronics Cables / Accessories
20/1R 1E2-1024 SC 1801 P To view our large range of
22E IEH2-4096 SC1801S accessory parts, please refer to the
22EKV |IEH3-4096 SC2402 P “Accessories” chapter.
22GPT IEH3-4096L SC2804 S
222 MCDC 3002 P
22/5 MCDC 3002 S
2277 MCDC 3003 P
231 MCDC 3006 S

MC 30018

MC 3001 P

MC 5004 P

Publicacion autorizada con fines académicos e investigativos

En su investigacion no olvide referenciar esta tesis




